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KHỐI ĐA DIỆN 


Khái niệm vl khối da diện 
Khối da diên đểu 
V Thê tích khôỉ đa diện 



Một khối muỗi ân 


Trong thực tế chúng ta thường gặp những vật thể không 
gian được giới hạn bởi các đa giác như viên gạch, khối 
ỉập phương, kìm tự tháp Ai Cập, tinh thể của một sô hợp 
chất hoá học như muối ăn, phèn chua .... Nhữhg vật thể 
đó được gọi là những khối đa diện, về mặt toán học, 
việc định nghĩa chinh xác khối đa diện không đơn giản. 
Trong chương này ta chỉ giới thiệu khái niệm về khối đa 
diện, khối đa diện đều và đưa ra công thức tinh thể tích 
của một số khối đa diện quen thuộc. 
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§1. KHÁI NIỆM VÊ KHÔI ĐA DIỆN 


Nhắc lạ; định nghĩa hình láng trụ và hỉnh chóp. 


I- KHỐI LÃNG TRỤ VÀ KHỎI CHÓP 

Quan sát khối rubtc trong hình 1.1, ta thấy 
các mặt ngoài của nó tạo thành một hình 
lập phương. Khi đó ta nói khối rubic có 
hình (láng là một khôi lập phương. Như 
vậy có thể xem khối lập phương là phần 
không gian được giới hạn bởi một hình ]ập 
phương, kê cả hình lập phương ây, 

Tương tự, khói lãng trụ là phần khóng 
gian dược giới hạn bởi một hình làng trụ 
kê cả hình lảng trụ ấy, khỏi chóp là phần 
không gian dược giới hạn bởi một hình 
chóp ké cả hình chóp ấy, khối chóp cụt là 
phần không gian dược giới hạn bởỉ một 
hình chóp cụt kể cả hình chóp cụt ấy. 



Hĩnh 1.1 


Tên của khối lãng trụ hay khối chóp dược đặt theo tên của hình lâng trụ hay 
hình chóp giới hạn nó. Chảng hạn ứng với hình lăng trụ lục giác 
ABCĐEP.A'B'C'D'E'F' ta có khối lảng trụ lục giác ABCDFF.A'B'CD'E'F\ 
ứng,với hình chóp tú giác déu SABCD ta có khôi chóp tứ giác đéu S.ABCD 
(h.1.2)... 



5 


c 



Hình 1.2 
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Ta cũng gọi đinh, cạnh, mặt, mặt bên, mặt đáy, cạnh bẽn, cạnh đáy... của một 
hình lãng trụ (hình chóp, hay hình chóp cụt) theo thứ tự là đỉnh, cạnh, mặt, 
mật bên, mặt đay, cạnh bên, cạnh đáy... của khối lãng trụ (khối chóp, hay 
khôi chóp cụt) tương ứng. 

Điểm không thuộc khối lãng trụ được gọi là điểm ngoài của khối lăng trụ. 
điểm thuộc khối lãng trụ nhưng không thuộc hình lãng trụ ứng với khối lăng 
trụ dó được gọi là điểm trong của khối lãng trụ. Đicm trong hay điểm ngoài 
của khối chóp, khối chóp cụt cũng được dinh nghĩa Lương tự. 


Ví du 


Hình 13 

Kim tự tháp ở Ai Cập là kì quan 
duy nhốt trong bảy kì quan của thế 
giỏi cổ đại còn lại đến ngáy nay, 
chủng có hình dáng là những khối 
chóp tứ giác đểu. 




II- KHÁI NIỆM VỂ HÌNH ĐA DIỆN 

7, Khái niêm vế hình đa diện 


VÀ 


KHỐI ĐA DIỆN 

s 


Hình 1.4 
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^2 Kể tên các mặt của hỉnh lãng trụ ABCDE.A’B’C’D'E‘ vá hình chóp S.ABCDE (b.1,4), 

Quan sái các hình lãng trụ, hình chóp nói ở trên la ihấy chủng đéu là những hình 
khổng gian được tạo bới một sỏ hìru hạn đa giác, Gấc da giác ấy có tính chất: 

a) Hai đa giác phàn hiệt chi có thề hoặc không có điểm chung, 
hoạt chỉ có một đỉnh chung, hoặc chỉ có một cạnh chung. 

I h) Mỏi cạnh cửa tỉa giấc nào cũng là cạnh chung của đủng 
hai đa giác. 

Người ta còn gọi các hình đỏ là các hình đa diện. 

Nói một cách tống quát hình tíu diện (gọi ĩẩt là da diện) là hình được tạo hài 
một sấ hữìi hạn các đa giác thơả mãn hoi tính chất trẽn. Mỗi đa giác như thế 
gọi là một mật cùa hình da diện. Các dính, cạnh của các đa giác ây theo thứ tự 
được gọi íà các đinh, cạnh của hình đa diện (h.1.5). 



Hình 1.5 


2. Khái niệm vé khối đa diện 

Khói đa diện là phẩn không gian được giới hạn hài một hình 
Ị đa diện, kể cá hình da diện đó. 

Những điếm khỏng thuộc khối đa diện được gọi là điểm ngoài cửa khối đa 
diện. Những điếm thuộc khối đa diện nhưng không thuộc hình da diện giới 
hạn khối da diện ây được gọi ỉà điểm trong của khối da diện. Tập hợp các 
điểm trong được gọi ià miên trong, tập lìựp các điểm ngoài được gọi là miền 
ngoài cứa khối da diện. 

Mỗi khỏi da diện được xác dịnh bới hình đa diện ứng vón nó. Ta cũng gọi 
dinh, cạnh, mặt, điểm trong, điém ngoài... của mội khối đa diện theo thú tự là 
đinh, cạnh, mặt. điểm trong, điểm ngoài... của hình da diện tương ứng. 
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Mỗí hình đa diện chia các đỉểm còn lại cua không gian thành hai miên không 
giao nhau là míén trong và miền ngoài cùa htnh đa diện, trong đó chi có miền 
ngoài là chứa hoàn toàn một dường thẳng nào đấy. 


Miền ngoài 


Điểm ngoài ——> 


Điểm trong 


M 



Hình 1.6 

Ví dụ 

— Các hình dưới dây là những khối đa diện 




Hình 1.7 


- Các hình dưới dây khống phái là những khối da diện : 



a) b) c) 

Hình 1.8 
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~ Những vién kim cương tự nhiên có hình dạng là những khôi đa diện : 



Hình 1.9 

^3 Giải Ihích tạí sao hình 1,8c không phải (á một khỏi đa diện ? 

IỈI- HAI ĐA DIỆN BẰNG NHAU 
ĩ. Phép dời hình trong khung gian 

Phép biên hình và phép dời hình trong không gian được định nghĩa tương tự 
như trong mặt phảng, 

I Trong không gian quy tắc dật tương ứng mỏi điểm M với điểm 
ị M' xác dinh duy nhất dược gọi iù một phép hiến hình trong 
I không gian. 

Phép hiến hỉnh trong không gian được gọi ià phép dời hình 
: nếu nổ hảo toàn khoảng cách giữa hai diêm tuỳ ý. 

Ví dụ 

__ . _ V 

1’rong không gian, các phép biến hình sau 

dây là những phcp dời hình : 

' .. * ^ .. M M' 

a) Phép tịnh tiên theo vectơ V, là phép biên * — - - *- 

hình biến mỗi điếm M thành điểm M' sao 

cho MM' - V (h. 1.1 Oa). 
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3} 

Hình 1.10 










b) Phép đối xứng qua mật phổng (P), 
là phép biến hình biến mỗi điểm 
thuộc (P) thành chính nó, biến mỗi 
điểm M không thuộc (P) thành điểm 
M' sao cho (?) là mặt phẳng trung 
trực cùa MM'(h-UOb), 



M 


M 
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Nếu phép dối xứng qua mặt phẳng (P) 
biến hình (H) thành chính nó thì (P) 
dược gọi là mặt phàng đôi xímg của (hỉ). 


M' 

b) 

Hình 1.10 


c) Phép đôi xúng tàm o, là phép biến hình biến điểm ỡ thành chính nó, biên 
mối điểm M khác o thành điểm M’ sao cho o là trung diém của MM' (h.l .1 la). 

Nếu phép dối xúng lâm o biến hình (hỉ) thành chính nó thì o dược gọi là tám 
dối xứng của (//). 



M 


b) 


Hình 1.11 


d) Phép đối xứng qua đường thẳng A (hay phcp đối xứng qua trục A), là 
phép biến hình biến mọi điểm thuộc đường thảng A thành chính nó, biến mỗi 
đìcm M không thuộc A thành dicm Aí' sao cho À là dường trung trực của MM' 

(h.l.llb). 

Nếu phép đối xứng qua dường thẳng A biến hình (//) thành chính nó thỉ A gọi 
là trục đối xứng của (hỉ). 

Nhận xét 

• Thực hiện liên tiếp các phép dời hình sẽ được một phép dời hình. 

• Phcp dời hình biến đa diên (H) thành đa diện (H r ) và biển dinh, cạnh, mặt 
của (i H ) thành đỉnh, cạnh, mặt tương ứng cùa {//'), 
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2. Hai hình bằng nhau 

I Hai hình được gọi ỉà bâng nhau nếu có một phép dời hình 
I biến kình này thành hình kia, 

Đặc biệt, hai đa diện dược gọi là bàng nhau nếu có môt phép dời hình biến đa 
diện này thành đa điện kia. 

Ví dạ 

Phép tịnh tiến theo vectơ V biến da diện (//) thành đa diện {//'), phép đối 
xứng tâm o biến da diện (AT) thành da diện (H"). Do đó phcp dời hình có 
dược bằng cách thực hiện liên tiếp hai phép biến hình trên biến (H) thành 
(AO- Từ đó suy ra các đa diện ựf), ( H ') và (AO bằng nhau (h. 1.12). 


m 




^4 Cho hình hộp A8C0,A’B’C'D\ Chứng minh rằng hai lăng trụ ABDA'B‘0' và 
BCD.B'C’D' bằng nhau. 

IV- PHẢN CHIA VÀ LẮP GHÉP CÁC KHỐI ĐA DIỆN 

Nếu khối da diện (H) là hợp của hai khối da diện (H |), {Hj) sao cho (A/j) 
và (tf 2 ) không có chung diểm trong nào thì ta nói có thể chia dược khối đa 
diện (H) thành hai khối da diện (A/j) và (A/ 2 ), hay có thể lắp ghép hai khối 
đa diện {Hị } vã (// 2 ) với nhau để được khối đa diện (H) (h.1.13). 
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(// 2 ) 


Hintí 1.13 


Ví dạ. Xét khối lập phương ABCD A'B'C'D Mật phẳng (F) di qua BDD'B' cắt 
khối lập phương đó theo một ihiết diện là hình cliử nhật Thiêt diện 

này chia các dìểm còn lại của khối lập phương ra làm hai phần. Mỗi phần 
cùng với hình chữ nhật BDD'B' tạo thành một khối lăng trụ, như vậy ta có hai 
khối lăng trụ : ABD.ABV' và BCD.B ƠD’. Khi đó ta nói mạt phảng (P) chia 
khối lập phương ABCD.ABVD' thành hai khối lãng trụ ABD.A’B'D' và 
BCD.B'C f D\ 

Làm tương tự như trèn ta có thể chia tiếp chẳng hạn khối lăng trụ ABD.A'B'D' 
thành ba khối tứ diện : ADBB\ ADBV và AA'B’D (h. 1.14). 


B 

c 

/M 

L 

7 ' 


A' 


D’ 



Hình 1.14 
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Làm theo quá trình ngược lại ta có thể ghép khối lãng trụ BCD.B 'C 'D ’ và các 
khối tứ diện ADBB \ ADB 'D \ AA 'B 'D' với nhau để được khối lập phương 
ABC DA B'C'D‘. 

Nhận xét 

Một khối đa diện bất kì luôn có thể phan chia được thành các khối lứ diện. 


BÀI TẬP 

1. Chứng minh rằng một da diện có các mặt là những tam giác thì tổng số các 
mật của nó phải là một số chẩn. Cho ví dụ. 

2. Chứng minh rằng một da diện mà mỗi đỉnh của nó đéu là đỉnh chung của một 
số lẻ mặt thì tổng số các đỉnh của nó phải là một số chẵn. Cho ví dụ. 

3. Chia một khối lập phương thành nãm khối lứ diộn. 

4. Chìa một khối lạp phương thành sáu khối tứ diện bàng nhau. 



Òòlđọc 


thêm 


Đinh nghĩa da diện và hhốỉ đa diện 


ó đẩu chương chúng ta mới chỉ trình bày sơ lược vể các khái niệm đa diện 
và khối da diện. Bây giờ la sẽ trình bày một cách chính xác hơn những khái 
niệm dó. 

Người ta đưa ra nhiểu cách định nghĩa đa diện và nói chung những dinh nghĩa 
đó không tương đương. Đa diện và khối đa diện vừa được trình bày trong 
chương 1 dựa vào dính nghĩa sau đây. 
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Định nghĩa 

hỉttth đa diện (gọi tắt là da diện ) là hỉnh được tạo bài một số hữu hạn các da 
giác, gọi ỉù các mật cùa hình đa diện, thoả mãn cức tính chất sau : 







a) Hai mặt phân hiệt chỉ' có thế hoặc không giao nhau hoặc có một đinh 
chung, hoặc có một cạnh chung. 

h) Mỗi cạnh thuộc một mặt ià cạnh chung của đúng húi mật. 

c) Cho hai mật s và S’ luôn tổn tại một dãy các mặt Sq, Sj, ...,s n sao cho Sộ tràng 
với s, S n tràng với S' vá bất kì hai mật Sj, Sị + Ị nầo (0<i < n-ì) cũng đều 
có một cạnh chung. 

Các đính, cạnh của mạt theo thứ tự được gọi là các đỉnh, cạnh của hình đa diện. 


Vi dạ 

Hình (H) trong hình LI5 là hình tạo bời 
hai hình lạp phương chi chung nhau một 
đỉnh. Khi đó (H) không thoả mãn tính chất 
c) nên nó không phài là một hình đa diện, 

Từ định nghĩa trên người ta chứng minh 
được định lí sau gọi là định lí Gioóc-đan 
(Jordan) trong không gian. 



Định li 

Mỗi da diện chìa các điểm còn lại của không gian thành hai miền sao cho : 

a) Hai điểm thuộc cùng một miền luôn có thê nôi với nhau hằng một đường 
gấp khúc nằm hoàn toàn trong miền đó. 

b) Mọi dường gấp khúc nối hai điểm thuộc hai miến khác nhau đểu có điểm 
chung với da diện. 

c) Có một vờ chỉ mật miền 
chứa hoàn toàn một đường 
thẳng nào đấy. 

Miền chứa hoàn toàn mộl 
đường thảng nào đấy được 
gọi là miền ngoài của đa 
diện, mién còn lại được gọi 
là miền trong của da diện. 

Điểm thuộc míén ngoài gọi 
là điểm ngoài , điểm thuộc 
miền trong gọi là điểm trong (hỉ) 

của đa diện. Htnhl.16 
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Trang hình 1,16, A ỉà điểm trong, 5, c, D là điểm ngoài của hình đa điện ( H )- 
Miển ngoài của (//) chứa dường thẳng d. 

Định nghĩa 

Đa diện cùng với miền trong của nó được gợi lả một khổì dư diện. 

Trong thực tế chúng la thường gập nhũng vật thể có hình dáng lằ những khối 
đa diên. Từ những công trình vĩ đại như kim tự tháp Ai Cập, nhũng toà nhà 
cao tầng hiện đại đến những vật thồ nhỏ như linh the của các hợp chất : 
dường, mudi, thạch anh... Do dó việc nghiên cứu các khối đa diện khổng 
những ỉàm phong phú thêm các kiến thức về hình học mà còn góp phần giái 
quyết nhiểu bài toán thực liễn, phục vụ cuộc sống con người. 


§2. KHỐI ĐA DIỆN Lồl VÀ 
KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 


I- KHỐI ĐA DIỆN LỔ! 

Khối đa diện (H) được gọi là khối đa diện lồi nếu đoạn thẳng 
nối hai điểm bất kỉ của (H) luôn thuộc (H). Khi dó đá diện 
xác định (H) được gọi là đa diện iồi ịh.ỉ.Ỉ7). 


















Ví dụ. Các khối lãng trụ tam 
giác, khối hộp. khối tứ diện là 
những khối đa diện lói. 

Người ta chứng mình được 
rằng một khối đa diện là khối 
đa diện lổi khí và chỉ khi 
miền trong của nó luôn nằm 
về một phía đới với mỏi mặt 
phắng chứa một mật cùa nó 

(hũ. 1.18), 

^^1 Tỉm ví dụ vé khối da diện lổi 
vá khối đa diện không íổi trong 
thực tế. 



Hình 1,16 


II- KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 

Quan sát khối tứ diện đểu 
(h.L19a) la thấy các mặt của 
nó là những tam giác đéu. 
mối đỉnh của nó là đỉnh 
chung của đúng ba mặt. Đối 
vứi khòi lập phương (h.l.l9b) 
ta thấy các mặt của nó là 
những hình vuông, mồi đính 
của nó là đính chung của 
đúng ba mặt. Những khối đa 
diện nói trên được gọi là 
những khối đa diên dổu. 



Hình 1.19 


Định nghĩa 

Khôi đa diện đều ià khối đa diện tồi có tính chát sau dày : 
a) Mối mặt của nó ỉà một đa giác dêu p cạnh, 
hỉ Mỗi đỉnh của nó là đinh chung của đúng q mặt. 


Khối đa diện déu như vậy được gọi là khối da diện đều loại \p\q\. 

Từ dinh nghía trên ta thấy các mặt của khối da diện dểu là những đa giác déu 
bầng nhau. 
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Người ta chứng minh được định lí sau : 


Định lí 

Chì có năm loại khối đa diện đều. Đó ỉà loại {3; 3}, loại Ị4; 3}, 
loại {3; 4}, loại {5:3} vờ loại Ị3; 5}. 


Tuỳ theo SCÍ mặt cua chúng, nám loại khôi đa diện đéu kc trcn theo thứ tự 
được gọi là các khối tứ diên đều, khối lập phương, khối bát diện đéư (hay 
khối tám mặt đểu), khối mười hai mặt đều và khối hai mưưi mặt đêu (h. 1.20). 






Đếm số đĩnh, số cạnh của khối bát diên đểu. 


Cđc hỉnh đa diện đểu là những hình có vẻ đẹp cân đốí, hài hoà. Các nhà toán 
học cổ đại xem chúng là những hình lí tưởng, vẻ đẹp của chúng cũng làm 
nhiểu hoạ sĩ quan tâm. Lê-ô-na-đô Đa Vin-xi (Leonardo da Vinci) hoạ sĩ 
thiên tài người I-ta-li-a đà từng vè khá nhiều hình đa diên trong đó có các 
hình da diện đều. Dưới đay là hình mười hai mặt đếu và hình hai mươi mặt 
đều do ông vẽ (h. 1.21). 



Hình 1.21 
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Bảng tóm tắỉ của nãm loại khối đa diện đểu 


Loại 

Tên gọi 

SỐ đính 

SỐ cạnh 

Sô mặt 

13; 3} 

Tử diôn đdu 

4 

6 

4 

|4;3| 

Lập phương 

8 

12 

6 

Í3;4} 

Bát điên đều 

6 

12 

8 

{5;3} 

Mười hai mặt đều 

20 

30 

12 

Í3 ; 5} 

Hai mươi mặt đổu 

12 

30 

20 


Ví dụ 

ơiứng minh rằng : 

a) Trung điểm các cạnh của một tứ diện đổu là các đỉnh cùa một hình bát diện đểu. 

b) Tam các mặt của một hình lập phương ỉà các đỉnh của một hình bát diện dểu. 


giải 

a) Cho tứ diện đểu ABCD , cạnh bằng a, Gọi /, J, E, F, M và N lẩn lượt ià 
trung điểm của các cạnh AC, BD , AB, BC , CD và DA {h. 1.22a). 

^>3 Chứng minh rằng tám tam giác IEF, IFM , IMN, ÍNE, JEF, JFM, JMN và JNE lá 


những tam giác đếu cạnh bằng 


a 

2 


Tám tam giác đều nói trên tạo thành một đa diện có các đình là /, J, E, F, M, N 
mà mỗi dỉnh là dinh chung của dúng bốn tam giác đều, Do đó đa diện ấy là 
da diên đều loại (3 ; 4}„ tức là hình bát diộn đều. 



,4 




a) 


b) 



2 .Hình hạc12-A 


Hình 1.22 
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h) Cho hình lập phương ABCD.AB'CD' có cạnh bấng a (h. ] .22b), 

4 Chứng minh rằng AB'CD' là một tứ diện đéu. Tính các cạnh của nó theo a. 

Gọi /, J, E, F, M và N lần lượt là tâm của các mạt ABCD , A'B'CV\ ABB'A\ 
BCC'B\ CDDV và DAA'D'củ a hình lập phương. Đé ý ràng sáu điểm trên cũng 
lần lượt là trung điểm cua các cạnh AC, B'D\ AB\ B'C , CD ' và D'A của tứ diện 
đểu AB‘CD' nên theo câu a) sáu điểm đó là các đỉnh của hình bát diện đéu. 


BÀI TẬP 


I. Cát bìa theo mãu dưới đây (h. 1.23), gấp theo đường kẻ, rồi dán các mép tại để 
dược các hình lứ diện đẻu, hình lập phương và hình bát diện đều. 



2. Cho hình lập phương iỷi), Gọi {W) là hình bát diện đểu có các đỉnh là tam các 
mãt cùa (H). Tính tỉ sđ diện tích toàn phán của (H) và (//’), 

3, Chứng minh ràng tâm của các mật của hình tớ diện đều là các đỉnh của một 
hình tứ điện đểu. 


4. 


Cho hình bát diện đều ABCDEF (h. 1.24). Chứng minh ràng : 


a) Các đoạn thẳng AF, BD và CE đõ ì 
một vuông góc với nhau và cát 
nhau tại trung điểm mỗi dưdng, 

b) ABFD, AẼFC và BCDE là những 
hình vuông. 



Hình 1.24 F 


18 


2 .Hình hocl2-B 







Tịình đa diện đều 



Câu chuyện về các hmh đa diện déu mang nhiéũ tính huyền thoại. Người ta 
khổng biết dược ai là người đẩu tiên dà tìm ra chúng. Trong một cuộc khai 
quật người ta đã tìm thấy một thứ dồ chơi của trẻ con hình hai mươi mặt đểu 
có niên đại cách chúng ta khoảng 2500 nãm, Các nhà toán học cổ dại Hi Lạp 
thuộc trường phái Pla-lỏng và trước đó nũa là trường phổi Py-ta-go (thô kỉ IV 
trước Công nguyên) đã từng nghiên cứu vể các hình da diện nói chung và các 
hình da diện déu nói riêng. Các nhà toán học thời bấy gìờ coi nãm loại hình 
da diện dểu là những hình lí tường. Người la coi bốn loại đa diên đểu dẽ dụng 
là tứ diện, hình ỉập phương, hình bát diện đểu và hình haì mươi mặt dổu, theo 
thứ tự tượng trưng cho lửa, đất, không khí và nước, dó ỉà bổn yếu tố cơ bán 
(theo quan niệm cùa thời bây giờ) tạo nủn mọi vật. Còn hmh mười hai mặt 
déu tượng trung cho toàn thể vũ trụ. 




Khõng khi 



Nước 


Vũ trụ 



Sau này người ta còn tìm thấy các hình da diện déu xuất hiện trong tự nhiên 
dưới dạng tinh thể của nhiểu hợp chất. Chẳng hạn tinh thể của các chất 
sodium sulphanúmoniate, muối ăn, chrome íilum có dạng tương ứng là khối 
lứ diện, khối lập phương, khối bát diên đều. Còn hai loại hình da diện dểu 
phức tạp hơn là hình mười hai mặt đều và hình haĩ mươi mặt dếu, xuất hiÊn 
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trong khung xương của một số vi sinh vật biển ví dụ : cỉrcogonìa ìcosahedra 
và circorrhegma dodecahedra, 

Các hình đa diện đều ỉà nhũng hình có tâm, trục hoặc mặt phẳng đối xứng. 
Viộc nghiôn cứu các phép biến hình biến mỗi hình đa diện dếu thành chính nó 
đã dạt nến móng cho lí thuyết vé các nhóm hữu hạn, một hướng nghiên cứu 
quan trọng của dại số. Lí thuyết này có nhiều ứng dụng trong việc nghiên cứu 
các dạng tình thế của các hợp chất hoá học. 


Một sđ vi sình vặt biển 
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§5. KHÁI NIỆM VỀ THÊ TÍCH CỦA KHÔI ĐA DIỆN 


Thể tích của một khối đa diện hiểu theo nghĩa thông thường là số đo độ lớn 
phần không gian mà nó chiếm chỗ. Từ xa xưa con người dã tìm cách do thể 
tích của các khối vật chất trong tự nhiên. Đối với những vật thể lỏng, như khối 
nước trong môt cái bể chứa, người ta có thể dùng những cái thùng có kích 
thước nhỏ hơn để đong. Đối với những vật rắn có kích thước nhỏ người ta có 
thể thả chúng vào một cái thùng đổ đầy nước rói do lượng nước trào ra... Tuy 
nhiên trong thực tế có nhiều vật thể không thể đo được bằng những cách trẽn, 
Chẳng hạn đc do thể tích của kim tụ thấp Ai Cập ta khỏng thể nhúng nó vào 
nước hay chia nhò nó ra được. Vì vậy người ta tìm cách thiết lập nhũng cỏng 
thức tính thể tích của một số khối da diện đơn giản khi biêt kích thước của 
chúng, rồi từ đó tìm cách tính thc tích của các khối đa diện phức tạp hcm. 


I- KHÁI NIỆM VỀ THỂ TÍCH KHỐI ĐA DIỆN 

Người ta chứng mình dược rằng : có thể dặt tương ứng cho mỗi khối đa diện 
(//) mội số dương VựỊ J thoả mãn các lính chất sau : 

a) Nếu (H) là khối lập phương có cạnh bằng 1 thì v =1 - 

b) Nếu hai khối da diện {Hỵ ) và {ti 2 ) bàng nhau thì j y 

c) Nếu khối da diện (H) được phân chia thành hai khối da diện (//]) và (H 2 ) 
th ‘ : v (tl) = V ỈH } ) +V (H 2 y 

SỐ dương . nóì trền được gọi lã thể tích của khối da diện (//), Số dó cũng 
được gọi là thể tích cùa hình đa diện giới hạn khôi đa diện (H). 

Khổi lập phương có cạnh bằng ỉ được gọi là khôi lụp phươìig đơn vị. 

Bây giờ ta sẽ xét thể tích cùa khỏi hộp chữ nhâl có ba kích thước là a, h, c. 

Ví dạ. Tính thể tích của khối hộp chừ nhạt có ba kích thước là những sô' 
nguyên dương. 
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Hình 1,25 


Gọi (M 0 ) là khối lập phương đơn vị. 

- Gọi (Hị ) là khối hộp chữ nhật có ba kích thước íi = 5, b = 1, c - 1. 

ềki Có thể chia (Hị ) thành bao nhiêu khối lập phương bằng (// 0 ) ? 

Khi đó ta có = 5.V(tf 0 ) = 5. 

- Gọi (Hj) là khối hộp chữ nhật có ba kích thước a = 5 t b = 4, c = ỉ. 

62 CỐ thể chia {H 2 ) thành bao nhiêu khối hộp chữ nhật bằng (Hị ) ? 

Khi đó ta có = =4.5 = 20. 

- Gọi ( H) là khối hộp chữ nhật có ba kích thước a = 5, h - 4, í' = 3. 

63 CÓ thể chia [H) thành bao nhiêu khối hộp chữ nhật bằng (// 2 )? 

Khi đó ta có V (W) =3.V(// ) = 3.4.5 = 60 {h. 1.25). 

Lập luân tương tự như trân ta suy ra : thể tích của khối hôp chữ nhật (//) cớ 
ba kích thước là những số nguyên liương a, b, c íà v m = abc. 

Người ta chứng minh dược rằng còng thức trốn cũng đúng dối với hình hộp 
chữ nhạt cố ba kích thước là những số dương. Ta có dinh lí sau : 

I ĐỊnhlỉ 

Thể tích cùa một khối hộp chữ nhật bằng tích bư kích thước 
của nồ. 
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II- THỂ TÍCH KHỐI LẢNG TRỤ 

Nếu ta xem khổi hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D' như là khối lãng trụ có đáy là 
hình chữ nhật A'B’C'D' và đưòng caoAA' thì từ định lí trên suy ra thể tích của 
nó bầng diện tích đáy nhân với chiều cao. Ta có thể chứng minh được rằng 
điều đó cung đúng dối với một khối lảng trụ bất kì (h.l.2i6). 


D 



c 


Hình 1.26 


Định lí 

Thề tích khối lăng trụ có diện tích đáy B vờ chiều cao h ỉà 


III- THỂ TÍCH KHỐI CHÓP 

Đổi với khối chóp người ta chứng minh dược định tí sau : 



I Thể tích khối chóp cố diện tích đáy tì và chiểu cao h lả 


V = ~Bli. 

3 


Ta cũng gọi thể tích các khối đa diện, khối lãng trụ, khối chóp đã nói ớ trên 
lần lượt là thể tích các hình đa diện, hình láng trụ, hình chóp xác định chúng. 
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Kim tự tháp Kê-ổp ở Ai Cập (h.1.27) được xây dựng vào khoảng 25ŨŨ nàm trước Công 
nguyên. Kim tự tháp này là một khối chóp tứ giác ớều có chiêu cao 147 m, cạnh đáy 
dài 23Ũ m. Hãy tỉnh thể tích của nó. 



Hình í.27 


Ví dụ 

Cho hình lãng trụ tam giác ABC.Á'B’C'. Gọi E và F lần lưựl là trung diểm của 
các cạnh AA’ và BB\ Đường thảng CE cắt dường tháng CA' tại E\ Đưòng 
thẳng CF cắt đường thẳng CB' tại F\ Gọi V là thể tích khối lăng trụ 
ABC ABC. 

a) Tính thể tích khối chóp C.ABPE theo V. 

b) Gọi khối da diện (H) là phần còn lại của khối lãng trụ ABCA'B'C ẳ sau khi 
cát bỏ di khôi chóp C.ABFE. Tính ti sộ thế tích của (//) và của khối chóp 
C.CE’F\ 


giải 

a) Hình chỏp C.A'B‘C và hình lâng trụ ABC-A‘B'C có đáy và dường cao bằng 
nhau nên Vc.A'B'C J “ ~ Từ dó suy ra Vc.ABB'A' = V —= ^ v. 

Do EF là đường trung bình của hình bình hành ABB’A’ nên diện tích ABFE 

bằng nửa diện tích ABB'A\ Do đó V CABFE = ]- V CaBBa > = ~v (h.1.28). 

2 3 
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F’ 

Hình 1.28 

, . 1 2 

b) Ấp dụng câu a) ta có V ịH} = V A BC.A'B'C - V C.ABFE ~ V ~ 2 = Ĩ V ' 


I . m 

Vì EA ' song sang và bằng ị cơ nên then định lí Ta-lét, A' là trung điôm của 

E'C\ Tương tự, B' là trung điểm của F'C'. Do dó diện tích tam giác CE'F' gấp 

4 " 

bốn lẩn diện tích tam giác A'B’C. Từ dó suy ra Vc.ETC' ~^C.A'B’C' = 2 
Do dó 

Vc.ETC 2 


BÀITẬH 

1. Tính thể tích khối tứ diện đáu cạnh a. 

2. Tính thể tích khối bát diện đều cạnh a. 

3. Cho hình hộp ABCDABƠD'. Tính tỉ số thể tích của khối hôp đó và thể tích 
của khối tứ diện ACB’D 

4 . Cho hình chóp S.ABC. Trên các đoạn thẳng SA, SB, sc lần lượt lấy ba điểm 

_ .. _ , . , t Vr A < R ’c SA’ SB' Sơ 

A\ B\ c khác với s. Chứng minh rằng S- A BC - = — - ^ ' 

Vs.ABC S4 SB sc 
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5. Cho tam giác ABC vuông cản ờ A và AB = a. Trên đường thẳng qua c và vuông 
góc với mặt phẳng (ABC) lấy điểm D sao cho CD = a. Mại phẳng qua c vuóng 
góc với BD, cát BD tại F và cắt AD tại E. Tính thể tích khối tứ diÊn CDEF theo a. 

6. Cho hai đường thảng chéo nhau d và d\ Đoạn thẳng AB có độ dài a trượt trên 
cl, doạn thẳng CD có độ dài h trượt trôn d\ Chứng minh rằng khối tứ diện 
ABCD có thể tích không đổi. 

ÔN TẬP CHƯƠNG I 

1. Các đỉnh, cạnh, mặt của một da diện phải thoả mãn những tính chất nào ? 

2. Tìm một hình tạo bời các da giác nhưng không phải là một da diện, 

3. Thế nào là một khối đa diên lói ? Tìm ví dụ trong thực tê mỏ tả một khối đa 
diện lổí, một khối da diện không lổĩ. 

4. Cho hình lãng trụ và hình chóp có diện tích đáy và ehiéu cao bàng nhau, Tính 
tỉ số thể tích của chúng. 

5. Cho hình chóp tam giác O.ABC cố ba cạnh OA, OB, oc dỡi một vuông góc 
với nhau và OA = a, OB = h , oc = c. Hãy tính đucmg cao OH của hình chóp. 

6. Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có cạnh AB bằng a. Các cạnh bốn SA, SB, sc 

tạo với đấy một gốc 60°. Gọi D là giao diểm của 5/1 vứi mặt phảng qua BC và 
vuông góc vớj SA. 

a) Tính tỉ số thể tích cùa hai khối chóp S.DBC và S.ABC. 

b) Tính thể tích của khối chóp S.DBC. 

7. Cho htnh chóp tam giác S.ABC có AB - 5«, BC = 6 a, CA = la. Các mật bên 
SAB, SBC, SCA tạo với đáy một góc 60°. Tính thể tích của khối chóp đó, 

8. Cho hình chóp SABCD có dáy ABCD là hình chữ nhạt, SA vuông góc vớỉ đáy 
và AB = a, AD = b, SA = V. Lấy các điểm B\ D' theo thứ tự thuộc SB, SD sao 
cho AB' vuông góc với SB, AD* vuông góc với SD. Mặt phẳng (AB’D r ) cắl sc 
tại C'. Tính thể tích khối chóp SAB'C'D f . 

9. Cho hình chóp tứ giác déu S.ABCP, đáy là hình vuông cạnh a, cạnh bên tạo với 

đáy một góc 60°. Gọi M là trung diểm sc. Mặt phảng dí qua AM và song song 
với BD, cắt SB tại E và cắt SD tại F. Tính thể tích khối chóp SAEMF. 
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10. Cho hình lăng trụ đứng lam giác ABC.A'B'C' có tất cả các cạnh đều bàng a, 

a) Tính thể tích khối tứ diện A'BB'C. 

b) Mặt phẩng đi qua A'B' và trọng tâm tam giác ABC, cát AC và BC lần lượt tạì 
E va f\ Tinh thể tích hình chóp C.A'B’FE. 

11. Cho hình hôp ABCDA'B'CV\ Gọi E và F theo thứ tự là trung điểm của các 
cạnh BB' và DD\ Mặt phẳng (CẼF) chia khối hộp trẽn làm hai khối da diên. 
Tính tỉ sô' thể tích của hai khối da diện đó. 

12. Cho hình lộp phương ABCD.A'B'C'D' cạnh a. Gọi M là trung điểm A'B\ N là 
trung điểm BC, 

a) Tính thể tích khối tứ diện ADMN. 

b) Mặt phảng (DMN) chia khối lập phương đã cho thành hai khối đa diện. Gọi 
ựỉ) là khối da diện chúa đỉnh A, ÌH t ) là khối da diện còn lại. 

Tính tỉ sô' —• 

v m 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG I 


l. Trong các mệnh để sau mệnh đẻ nào dúng ? 

(A) Số' đỉnh và sô' mật cùa một hình da điện luôn bằng nhau ; 

(B) Tồn tại hình da diên có sô' đỉnh và số mạt bàng nhau ; 

(C) Tổn tại một hình đa diên có số cạnh bằng số dinh ; 

(D) Tổn tạì một hình đa diện có số cạnh và mặt bằng nhau. 


2, Trong các mệnh dé sau, mênh đề nào đúng ? 

SỐ các đỉnh hoăc các mặt của bất kì hình đa diện nào cũng : 

{A) Lớn hơn hoặc bàng 4 ; (B) Lớn hơn 4 ; 

(C) Lởn hơn hoặc bằng 5 ; (D) Lớn hơn 5. 


3. Trong các mệnh dé sau mệnh đề nào dúng ? 

SỐ các cạnh của hình đa dỉẽn luốn luôn : 

(A) Lớn hơn hoặc bằng 6 ; (B) Lớn hơn 6 ; 

(C) Lớn hơn 7; (D) Lớn hơn hoặc bằng 8. 
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4. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 

(A) Khối tứ diện là khối đa diện ỉổi; 

(B) Khối hộp là khối đa diện lói; 

(C) Láp ghép hai khối hộp sẽ dược một khối đa diện lổi; 

(D) Khối lăng trụ lam giác là khối da diện lồi. 

5. Trong các mệnh dể sau, mệnh dể nào sai ? 

(A) Hai khối chóp có diên tích dáy và chiều cao tương ứng bằng nhau thì có 
thể tích bằng nhau. 

(B) Hai khôi chóp cụt có dìộn tích một đáy và chiều cao tương ứng bàng nhau 
thì có thể tích bằng nhau, 

(C) Hai khối lãng trụ có diện tích đáy và chiều cao tương ứng bằng nhau thì có 
thế tích bằng nhau. 

(D) 1 lai khối chóp cụt có diện tích hai đáy và chiểu cao tương úng bằng nhau 
thì có thể tích bằng nhau. 

6. Cho hình chóp SABC. Gọi A' và B' lán lượt là trung diổm của lSA và SB. Khi đó 

tỉ số thể tích của hai khối chóp 5-A'ổ'C và SAÔC bằng : 






7. Cho hình chóp SABCD. Gọi A \ B\ c\ D' theo thứ tự là trung diểm của 5/4, SB, 
se, SD. Tỉ số thể tích của hai khối chóp SA'B'C'0' và SABCD bằng : 



<B) ~ ; 

4 




8. The tích của khối lãng trụ tam giác dều có tất cầ các cạnh bằng a là : 



(A) ; 

3 


9. Cho hình hộp ABCDA‘B'C'D\ Tỉ stí thể tích của khối tứ diên ACB'D' và khối 
hộp ABCD.A’B’C'D 'bằng : 






XO.Cho hình hộp ABCDA'B'C'D\ gọi o là giao điểm của AC và BD. 

Tỉ số thể tích của khối chóp CU'rC'D'và khối hộp ABCDA'B'C'D‘ bằng T 





« 0 >“ 

6 
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MẶT NÓN, MẶT TRỤ, MẶT CẦU 

■ W m ■ ■ 


*ỉ* Mặt tròn xoay 

Mật nõn tròn xoay, mặt trụ tròn xoay 
*** Mật cầu 



Lám đồ gốm trên bàn xoay 
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§1. KHÁI NIỆM VÊ' MẶT TRÒN XOAY 



Hinh 2.1 


I* Sự TẠO THÀNH MẬT TRÒN XOAY 

Xung quanh chúng ta có nhiểu vật thể có hình dạng là những mặt tròn xoay 
như bình hoa, nón lá, cái bát (chén) ãn cơm, cái cốc (li) uống nước, một số 
chi tiết máy (h.2.1)... Nhờ có bàn xoay với sự khéo léo của đồi bàn tay, người 
thợ gốm có thể tạo nên những vật dụng có dạng tròn xoay bằng đất sét. Dựa 
vào sự quay tròn của trục máy tiện, người thợ cơ khí có thể tạo nên những chi 
tiết máy bằng kim loại có dạng tròn xoay. Vạy các mạt tròn xoay được hình 
thành như thế nào ? Sau dây chúng ta sẽ tìm hiểu những tính chất hình học 
của măt tròn xoay. 
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Trong không gian cho mặt phảng ( p ) chứa 
dường thẳng A và một đường Khi quay 
mặt phảng {p) quanh A một góc 360° thì 
mỏi điểm M trôn đường w vạch ra một 

đường tròn có tâm o thuộc A và nàm trén 
mặt phăng vuông góc vói á. Như vậy khi 
quay mặt phảng (p) quanh đường thảng A 
thì đường Ỷ ?sẽ tạo nổn một hình được gợi là 
mặt tròn xoay (h.2.2). 


Đường í? được gọi là đường sinh của mặt 

tròn xoay đó. Đường thảng A dược gọi là 
trục của mật tròn xoay. 



Hãy nêu tên một số dổ vật có hình dạng là các 
mặt tròn xoay. 


II- MẶT NÓN TRỜN XOAY 
/. Đinh nghĩa 

I Trong mặt phẳng (Pị cho hơi 
I đường thảng d và A cất nhau 
I tại điểm o và tạo thành góc ậ 

I với 0° < /7 < 90°. Khi quay mặt 
I phẳng (P) xung quanh A thì 
I đường thằng cỉ sinh ra một mặt 
I trùn xoay được gọi là mật nón 
I tròn xoay đỉnh o. Người tơ 

I thường gọi tét mặt nón tròn 

II xoay là mật nón. Đường thẳng 
I A gọi là trục, dường thẳng d gọi 
§ là đườĩỉg sinh và gốc 2p gọi íà 
I góc ở dinh của mặt nón đó 
I (h.2.3). 




Hình 2.3 
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2. Hình nón tròn xoay và khối nón irồn xoay 

a) Cho tam giác OỈM vuông tại Ị (h.2.4). Khi 
quay tam giác dó xung quanh cạnh góc vuông 
Oì thì đường gấp khúc OMI tạo thành một 
hình dược gọi là hình nón tròn xoay, gọi tắt là 
hình nón, 

Hình tròn tâm / sinh bời các dìểm thuộc cạnh 
IM khí ỈM quay quanh trục OI được gọi ĩà mặt 
đáy của hình nón, diỏm 0 gọi tà đỉnh của hình 
nón. Độ dài đoạn O! gọi là chiều cao cua hình 
nón, dó cũng là khoảng cách lừ o đến mạt 
phẳng dáy. Độ dài đoạn OM gọi là dố dài 
đường sinh của hình nón, Phân mặt tròn xoay 
được sinh ra bới các điểm trên cạnh OM khi 
quay quanh trục OI gọi ỉà mặt xung quanh cùa 
hình nón dó. 

b) Khối nón tròn xoay là phẩn không gian được giới hạn bời một hình nón 
tròn xoay kế cả hình nón đó. Người ta còn gọi tắt khối nón tròn xoay là khôi 
nón. Những diêm không thuộc khối nón dược gọi là những điểm ngoài của 
khối nón. Những điểm thuộc khối nón nhưng khỏng thuộc hình nón ứng với 
khối nón ấy được gọi là những điểm trong của khối nón. Ta gọì dỉnh, mặt 
đáy, đường sinh của một hình nón theo thứ tự là đỉnh, mặt dây, đường sình 
của khối nón tương ứng. 

3. Diện tích xung quanh của hình nón tràn xoay 

a) Một hình chóp dược gọi là nội tiếp một hình nón nếu dáy của hình chóp là 
đa giác nội tiếp đường tròn đáy cùa hình nón và dính của hình chóp là đỉnh 
cùa hình nón. Khi dó ta còn nới hình nón ngoại tiếp hình chóp, Ta có dịnh 
nghĩa sau : 

Diện tích xung quanh của hĩnh nón tròn xoay là giới hạn cửa 
diện tích xung quanh cùa hình chóp đểu nội tiếp hình nón đó 
khi sổ cạnh đúỵ tăng tên vô han. 

b) Công thức tính diôn tích xung quanh của hình nón 

Gọi p là chu vi dáy của hình chóp đéu nội tiếp hình nón và q là khoảng cách 
từ đinh o tới một cạnh đáy cửa hình chóp dcu dó thì diẽn tích xung quanh của 

hình chóp (lều là S X q — ^ pq. (h.2.5) 

2 


ớ 
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Khi cho số cạnh đáy của hình chóp đểu tâng 
lên vô hạn thì p có giới hạn là độ dài dườtig 
tròn đáy bán kính r của hình nón, q có giới 
hạn là dộ dài dường sình ỉ của hình nón. Khi 
dó ta tính được diện tích xung quanh cùa 
hình nón theo công thức : 



Vậy : Diện tích xung quanh của hình nôn 
tròn .xoay bâng một nửa tích của độ tlãi 
đường tròn díty vừ độ dải đường sinh. 


o 



Chú ý. Diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay cũng là diện tích xung 
quanh của khối nón được giới hạn bơi hình nón đó. 

Người ta gọj tổng diện tích xung quanh và diện tích đáy là diện tích toàn phần 
của hình nón. 

Nếu cắt mặt xung quanh cùa hình nón tròn xoay theo một dường sinh rồi trải 
ra trẽn một mạt phảng ihì ta sẽ được một hình quạt có bán kính bàng độ dài 
dường sinh cùa hình nón và một cung tròn có dộ dài bằng chu vi dường tròn 
đáy của hình nón. Ta có thể xcm diện tích hình quạt này là diện tích xung 
quanh của hình nón. <h.2.6) 



Hình 2.6 



3 .Hình Í1ỌC12-A 
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4. Thể tích khối nón tròn xoay 

a) Muốn tính thể tích khối nón tròn xoay ta dựa vào dịnh nghĩa sau dây: 

I Thể tích của khối nón tròn xoay là giới hạn của thể tích khối 
chóp đều nội liếp khối nón đó khi sổ cạnh đáy tâng lên vô hạn. 

b) Công thức tính thể tích khối nón tròn xoay 

Ta biết ràng thể tích của khối chóp bằng ^ tích của diện tích đa giác đáy và 

chiều cao của khối chóp đó (chiểu cao này cũng là chiều cao của khối nón). 
Khi cho số cạnh dáy cùa khối chóp đều tăng lên vô hạn thì diên tích đa giác 
đáy của khố! chóp đẻu đó có giới hạn là diện tích hình tròn đáy của khối nón 
tròn xoay, Do dó ta tính dược thể tích của khối nón tròn xoay như sau : 

Gọi V là thể tích của khối nón tròn xoay có diện tích dáy B và chiểu cao h, 
ta có cồng thức : 

V = \bH 
3 

Như vậy, nếu bán kính đáy băng T thì B = Kr 2 , khi dó : V = r 2 h. 


5. Ví dụ 

Trong không gian cho tam giác vuông OỈM vuông tại /, góc ỈOM = 30° và 
cạnh ỈM — a. Khi quay tam giác OIM quanh cạnh góc vuông ỡỉ thì dường gấp 
khúc OMÌ tạo thành một hình nón tròn xoay. 


a) Tính diện tích xung quanh của hình nón tròn 
xoay dó. 

b) Tính thể tích của khối nón tròn xoay được tạo 
nên bời hình nón tròn xoay nói trên. 

Qiầi 

a) Hình nón tròn xoay được lạo nẽn có bán kính 
đáy là a và có độ dài đường sinh OM - 2 a. 

Vậy diện tích xung quanh của hình nón là : 

S x g - nrl - na.la = 2jĩa 2 (h.2.7). 



Hình 2.7 
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3 Hình hoc12-B 








b) Khối nón tròn xoay có chiều cao /i = Qỉ - a>Ỉ3 và có diện tích hình tròn 
dáy là ĩĩa 2 . Vậy khối nón tròn xoay có thể tích là : 

T7 _ 1 _ 2 „ R _ xa 3 

V - --xa .ay3 = ———— 

3 3 


A 


ĩ cát mặt xung quanh của một hỉnh nón trớn xoay dọc theo một đường sinh rồi trải ra 
trên mặt phẳng ta dược một nửa hỉnh tròn bán kính R. Hỏi hình nón đố có bán kính 
rcủa đường tròn đáy vã góc ở dỉnh cùa hình nón bằng bao nhiêu ? 


III- MẶT TRỤ TRÒN XOAY 

1. Định nghĩa 

Trong mật phưng (P) cho hai 
đường thưng A và ỉ song song với 
nhu ti, cách nhan một khoảng 
hung r. Khi quay một phưng ịP) 
ộ xung quanh A thì dường thẳng ỉ 

I sinh rư một mặt tròn xoay được 
vi gọi lù mặt trụ tròn xoay. Người ta 

thường gọi tắt mặt trụ tràn xoay 
!ừ mặt trụ. Đường thẳng A gọi lã 
trục và đường thung I ỉ ủ đường 

II sinh của mặt trụ dó (h.2,8). 

2. Hình trụ tròn xoay rà khối trụ tròn xoay 

a) Ta hãy xét hình chữ nhật ABCD. Khi quay hình đó 
xung quanh đường thẳng chứa môt cạnh, chẳng hạn 
cạnh AB, thì đường gấp khúc ADCB tạo thành một hình 
dược gọi ]à hình trụ tròn xoay hay còn được gọi tắt là 
hình trụ (h,2.9). 

Khi quay quanh AB, hai cạnh AD và BC sẽ vạch ra haì 
hình tròn bàng nhau gọi là hai dảy của hình trụ. Độ 
dài đoạn CD gọi là độ dài đường sinh của hình trụ, 
phẩn mặt tròn xoay được sinh ra bởi các điểm trôn 
cạnh CD khi quay quanh AB gọi là mật xung quanh 
của hình trụ. Khoảng cách AB giữa hai mặt phẳng song 
song chứa hai dáy là chiều cao cùa hình trụ. 



ầ 

Hình 2.8 



Hình 2 9 
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b) Khối trụ tròn xoay là phần không 
gian dược giới hạn bởi một hình trụ 
tròn xoay kể cả hình trụ dó. Khối trụ 
tròn xoay còn được gọỉ tất là khỏi trụ. 
Những điểm không thuộc khối trụ 
được gọi là những điểm ngoài của 
khối trụ. Những điểm thuộc khối trụ 
nhưng khóng thuộc hình trụ gọi là 
những điếm trong của khối trụ. Ta 
gọi mặt đáy, chiều cao, dường sinh 
cùa một hình trụ theo thứ tự là mặt 
đáy, chiều tao, đường sinh của khối 
trụ tương ứng. 



Cảc chi tiết máy có dạng hình trụ 


3. Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay 

a) Một hình lãng trụ gọi là nội tiếp một hình trụ nếu hai đáy của hình lãng trụ 
nội tiếp hai đường tròn đáy của hình trụ. Khi đó ta còn nóì hình trụ ngoại tiếp 
hình lãng trụ. Ta có định nghĩa sau : 

I Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay ỉà giới hạn của 

II diện tích xung quanh của hỉnh lủng trụ đều nội tiếp hình trụ 
I dó khi sổ cạnh đáy tổng lên vơ hạn. 


b) Công thức tính diện rích xung quanh của hình trụ 

Gọi p là chu vi đáy của hình lãng trụ dều nội tiếp 
hình trụ và /ỉ là chiểu cao của hình ìãng trụ dó thì 
diện tích xung quanh của hình làng trụ đều ià : 

s xq =ph (h. 2 . 10 ). 

Khi cho sỡ cạnh dáy của hình lãng trụ dểu tăng lên 
vỏ hạn thì p có giới hạn là chu vỉ hình tròn đáy 
bán kính r của hình trụ, chiều cao tì bàng độ dàì 
dường sinh ỉ của hình trụ. Khi đó ta tính dược diện 
tích xung quanh của hình trự theo công thức : 

S XiỊ = 2ítrỉ 
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Vậy : Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay hằng tích của độ dài 
đường tròn đáy vờ độ dài đường sinh . 


















ũdy Chú ý. Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay cũng là diện tích xung 
quanh của khối trụ dược giới hạn bời hình trụ dó. 

Người ta gọi tổng diện tích xung quanh và diện tích của hai đáy là diện tích 
toàn phẩn của hình trụ. 


Nếu cắt mặt xung quanh của hình trụ theo một đường sinh, rồi trải ra trên một 
mạt phảng thì ta sẽ được một hình chừ nhật có một cạnh bằng dường sinh / và 
một cạnh bằng chu vi của dường tròn đáy. Độ dài dường sình / bằng chiều cao // 
cùa hình trụ. Khi đó diộn tích hỉnh chữ nhạt bàng diện tích xung quanh của 
hình trụ. (h.2.1l) 




4. Thể tích khởi trụ tròn xoay 

a) Muốn tính thể tích khối trụ tròn xoay ta dựa vào dịnh nghĩa sau đây : 

I Thể tích của khối trụ tròn xoay là giới hạn của thể tích khối lăng 
I trụ đều nội tiếp khôi trụ đố khi sổ cạnh đáy tảng lên vô hạn . 

b) Công thức tính thể tích khôi trụ tròn xoay 

Ta biết rằng thể tích của khối lăng trụ bàng tích của diên tích da giác đáy và 
chiều cao của khối lăng trụ dó. Khi cho số cạnh dáy của khối lãng trụ dều 
tâng len vô hạn thì diện tích cùa đa giác dáy của khối lãng trụ đều có giới hạn 
là diên tích cùa hình tròn đáy cùa khối trụ tròn xoay. Do dó ta tính được thể 
tích của khối trụ tròn xoay như sau : 

Gọi V lằ thể tích của khối trụ tròn xoay có diện tích đáy B và chiều cao h, ta 
có cóng thức : 

V m BÃI 
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^ 2, 

Như vậy, nếu bắn kính dáy băng r thì B — Kỉ' , khi đó : V — JZT /ì . 

3 Cho hỉnh lập phương ABCĐABVD' cạnh a. Tính diện tích xung quanh của hỉnh 
trụ và thể tích của khối trụ có hai đáy !á hai hĩnh trởn ngoại tiếp hai hình vuông 
ABCD vá A'8'CỮ. 

5. Ví dạ 

Trong khớng gian cho hình vuỏng ABCD cạnh a. Gọi / và H lần lượt là trung 
điểm của các cạnh AB và CD. Khi quay hình vuông đó xung quanh trục ỈH ta 
được một hình trụ tròn xoay. 

a) Tính diên tích xung quanh của hình trụ tròn xoay đó. 

b) Tính thể tích của khối trụ tròn xoay dược giởi hạn bởi hình trụ nói trên. 

giải 

a) Hình trụ tròn xoay có bán kính dáy r — — và đường sinh / = ư. Do đó diện 

2 

tích xung quanh của hình trụ là : 

S xa = 2 Krl =2K~-a = KtT (lì.2.12). 

H 2 

b) The tích của khối trụ tròn xoay dược tính theo cổng thức : 


V = Kr^h = K 


í/ 1 , _ 1_3 

— M= — na . 
2 4 
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BÀI TẬP 

1. Cho đường tròn tâm o bán kính r nằm trẽn mặt phẳng (P). Từ những điểm M 
thuộc dường tròn này ta kẻ những đường thẳng vuông góc với (P), Chứng minh 
rằng nhũng dường thẳng như vậy nằm trên một mặt trụ tròn xoay. Hãy xác 
định trục và bán kính của mãt trụ đó. 

2. Trong mỗi trường hợp sau đây, hãy gọi tên các hình tròn xoay hoậc khối tròn 
xoay sinh ra bời : 

a) Ba cạnh của hình chữ nhạt khi quay quanh dường thảng chứa cạnh thứ tư. 

b) Ba cạnh cùa một tam giác cân khi quay quanh trục dối xứng của nó. 

c) Một tam giác vuông kể cả các điểm trong của tam giác vuông đó khi quay 
quanh đường thẳng chửa một cạnh góc vuông. 

d) Một hình chữ nhật kể cả các điểm trong của hình chữ nhật dó khi quay 
quanh đường thẳng chứa một cạnh. 

3. Cho hình nón tròn xoay có dường cao h = 20 cm, bán kính đáy r = 25 cm. 

a) Tính diện tích xung quanh của hình nón đã cho. 

b) Tính thể tích của khối nón được tạo thành bởi hình nón dó. 

c) Một thiết dìộn di qua dỉnh của hình nón có khoảng cách từ tâm cùa đáy đến 
mặt phẳng chứa thiết diên là 12 cm, Tính diện tích thiết dièn dó. 

4. Trong khỏng gian cho hai diêm A y B cố định và có độ dài AB = 20 cm. Gọi d là 
một dường thẳng thay dổi luôn luôn đi qua A và cách B một khoảng cách bằng 
10 cm. Chứng tỏ rằng dường thẳng li luôn luỏn nằm trân một mẫt nón, hãy xác 
định trục và góc ở đỉnh của mặt nón đó. 

5. Một hình trụ có bán kính đáy r = 5 cm và có khoảng cách giữa hai đáy bằng 7 cm. 

a) Tính diện tích xung quanh của hình trụ và thể tích cùa khối trụ dược tạo nên. 

b) Cắt khối trụ bời một mặt phẳng song song với trục và cách trục 3 cm. Hãy 
tính diện tích của thiết diện được tạo nên. 

6. Cắt một hình nón bằng một mặt phẳng qua trục cùa nó ta dược thiết diện là một 
tam giác đều cạnh 2ư. Tính didn tích xung quanh và thể tích của hình nón đó, 

7. Một hình trụ có bán kính r và chiểu cao h = r-J3. 

a) Tính diện tích xung quanh và diộn tích toàn phần của hình trụ. 
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b) Tính thể tích khối trụ lạo nên bởi hình trụ dã cho. 

c) Cho hai điểm A và B lẩn lượt năm trên hai đường tròn đáy sao cho góc giữa 

đường thảng AB và trục của hình trụ bằng 30°, Tính khoảng cách giữa 
dường thẳng AB và trục của hình trụ. 

8. Một hình trụ có hai dáy là hai hình tròn ( o ; /■) và (0‘; r). Khoảng cách giữa hai 
đáy là 00' — r \/3. Một hình nón có đỉnh là Q' và có dáy là hình tròn (O ; r). 

a) Gọi 5j là diện tích xung quanh cùa hình trụ và ^ 2 là diện tích xung quanh 

Si 

của hình nón, hãy tính tí sđ -^* 

$2 

b) Mặt xung quanh của hình nón chia khổi trụ thành hai phần, hãy tính tỉ sô' thể 
tích hai phần đủ. 

9. Cắt hình nón dỉnh s bởi mặt phắng di qua trục ta dược một tam giác vuông cân 
có cạnh huyền bàng ii\Ị2, 

a) Tính diện tích xung quanh, diện tích đáy và thể tích cùa khối nón tương ứng. 

b) Cho dãy cung BC cùa đường tròn đắy hình nón sao cho mật phảng {SBC) tạo 
với mặt phẳng chứa dáy hình nón góc 60°. Tính diện tích tam giác SBC, 

10. Cho hình trụ có bán kính r và có chiều cao cũng bằng r. Một hình vuông ABCD 
có hai cạnh AB và CD lẩn lượt là các dày cung của hai dường tròn đáy, còn cạnh 
BC và AD không phái là dường sinh của hình trụ. Tính diện tích của hình vuông 
dó và côsin của góc giữa mặt phầng chứa hình vuông và mặt phẳng đáy. 
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§2. MẶT CẦU 



Trong đời sống hằng ngày chímg la thường thây hình ánh của mặt cầu thông 
qua hình ảnh bề mặt của quả bóng bàn, cùa viên bi, của mỏ hình quá địa cầu, 
cua quá bóng chuyển (h.2.13), v,v... Sau tí ây chúng ta sẽ tìm hiểu, nghiên cứu 
những tính chât hình học của mặt cầu. 


I- MẬT CẦU VÀ CẤC KHÁI NIỆM LIÊN QUAN ĐẾN MẬT CẨU 

ì, Mặt cấu 

Tập hựp những điểm M trong khống gian cách điểm ỡ cỏ 
■ định một khoảng không đổi hàng r (r > 0) được gọi íà mặt 
câu tâm 0 hấn kính r(h2.ỉ4). 


Người ta thường kí hiệu mặt cầu tám 0 bán 
kính r là S(0 ; r) hay viết tắt là (S). Như vậy 
ta có mặt cầu S{0 ; r) ={M I OM = rj. 



— Nếu hai đìỗm c, D nam trén mật cầu S(0 : r ) 
thì đoạn thẳng CD (h.2.I5a) dược gọi là dây 
cung của mặt cầu đó. 


Hình 2.14 
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- Dây cung AB đi qua tâm o dược gọi là một đường kinh cùa mật cầu. Khi dó 
độ dài dường kính bằng 2 r (h.2.15b). 




a) b) 

Hìn h 2.15 

Một mặt cầu được xác định nếu biết tâm và bán kính của nó hoặc biết một 
đường kính cùa mạt cầu dó. 


2. Điểm nằm trong và nằm ngoài mật cấu . Khối cẩu 

Cho mặt cầu tàm o bán kính r và A là một diêm bất kì trong khồng gian. 

— Nếu OA — r thì ta nói điểm A nằm trên mặt cầu S(ỡ ; r). 

— Nếu OA < r thì ta nói điểm A nằm trong măt cầu S[0 ; r). 

— Nếu OA > r thì ta nóỉ điểm A nam ngoải mặt cẩu SịO ; r). 

Tập họp cấc điểm thuộc mật cầu S(0 ; r) cùng với các điểm 
nằm trong mật cầu đó được gọi ià khôi cấu hoặc hình cẩu 
tâm o hán kính r. 

3. Biểu diễn mặt cầu 

Người ta thường dùng phép chiếu vuông góc lẽn 
mặt phẳng dể biểu diễn mặt cẩu. Khi dó hỉnh 
biểu diễn của mặt cầu là một hình tròn. 

Muốn cho hình biểu dĩển của mặt cầu được trực 
quan người ta thường vẽ thêm hình biểu diễn cùa 
một số đường tròn nằm trên mặt cẩu đó (h,2.16). 

4 . Đường kinh tuyền và vĩ tuyến của mặt cầu 

Ta có thể xem mật cáu như là mật tròn xoay dược tạo nén bởi một nửa đường 
tròn quay quanh trục chứa đường kính của nửa dường tròn đó. Khi đó giao 



Hình 2.16 











luyến của mặt cầu với các nửa mặt phảng có bờ tà trục của mặt cầu được gọt 
là kinh tuyến của mặt cầu, giao tuyến (nếu có) cùa mặt cầu với các mật phẳng 
vuông góc với trục dược gọì là vĩ tuyển của mặt cầu. Hai giao điểm của mặt 
cầu vói trục dược gọi là hai cực của mặt cầu (h.2.17). 




Hình 2.17 


Vĩ tuyển 



Tỉm tập hợp tâm các mặt cầu luôn luôn ổi qua hai ổíểm cố định A vả B cho trước. 


n- GIAO CỦA MẶT CẨU VÀ MẶT PHANG 


1. Trường hợp h>r 

Nếu M là một điểm bất kì trên mặt 
phẳng (Pị thì OM > OH. Từ đó suy ra 
OM > r. Vây mọi diém M thuộc mặt 
phảng { p ) đểu nằm ngoài mặt cầu. Do 
dó mặt phàng (P) không cắt mặt cầu 
(h.2.18). 



Cho mạt cẩu S{0 ; í) và mặt phẳng (P). Gọi H là hình chiếu vuông góc của 
o lẽn mặt phẳng (Pị Khí đó h = OH là khoảng cách từ 0 tới mặt phẳng (P). 
Ta có ba trường hợp sau : 


Hĩnh 2. J8 
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2. Trường hợp h = r 



Hình 2,19 


Trong trường hợp này điểm H thuộc mật cầu S(0 ; r). Khi đỏ với mọi điểm M 
ihuộc mặt phắng ( p ) nhưng khác vớì H ta luòn luồn có : 

OM > OH = r nẻn OM > r. 

Như vậy H là diểm chung duy nhất của mặt cẩu S(ơ ; r) và mặt phẳng {P). 
Khi đó ta nói mặt phổng (F) tiếp xúc vói mặt cầu S(õ ; /■) tại H (h.2.19). 

Điểm H gọi là tiếp điểm của mặt cầu S(0 ; r) và mặt phẳng (P), mặt pháng 
ịp) gọi là tiếp diện của mặt cẩu. Vậy ta có : 

I Điều kiện cần và đủ để mặt phưng (p) tiếp xúc với mặt cầu 
S(0 ; r) tại âiểnt H lừ (Pị vuông góc với bản kính OH tại 
điểm H đó. 

3. Trường hợp h <r 

Trong trường hợp này mặt phưng cắt mặt cẩu theo đường tròn tãm H, bán 
kính r' = ijr 2 -h 2 (h.2.20). 



. 

















Đường trờn lớn 



Thật vậy, gọi M là một điểm thuộc giao tuyến của mặt phẳng (P) với mạt cẩu 

5(0 ; r). Xét lam giác vuông OMH la có MH — , do đó M thuộc 

đường tròn tám ti nằm trong mặt phang {p) và có bán kính I' = \/ -h*~ ■ 

Đặi biệt khi Ỉ! = 0 thì tâm o của mặt cầu thuộc mạt phẳng (P). Ta có giao 
tuyến cùa mật phảng (/ > ) và mặt cầu 5(0 ; r) là dường tròn tâm o bán kính >\ 
Đường tròn này được gọi là đường tròn ỉ ớn (h.2.21) 

Mật phẳng di qua tâm o của mặt cầu gọi là mật piìẵng kính cua mật cầu dó. 

& 2 a) Hãy xác định đường tròn giao tuyến của mặt cắu S(G; i) và mặt phẳng (ữ) biết 
rằng khoảng cách từ tâm 0 đến (ơ) bằng 

ềm 

b) Cho mặt cáu S(0; r). haì mặt phẳng (a) và (jớ) có khoảng cách đển tâm 0 của 
mặt cáu đá cho lần lượt !à a và b (0 < a < b < r). Hãy so sánh hai bán kỉnh của 
các đường tròn giao tuyến. 

III- GIAO CỦA MẶT CẦU VỚI ĐƯỜNG THANG. TIẾP TUYẾN của 
MẶT CẦU 

Cho mặt cầu 5(0 ; r) và dường thẳng A. 

Gọi tỉ là hìnli chiêu vuòng góc của lâm o trôn A và d = oti là khoảng cách 
từ o tói A. 

Tưcmg tự như trong trường hợp mặt cầu và mặt phẳng, ta có ba trường hợp 
sau dây : 
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L Nếu d > r thì A không cắt mặt cầu S(0 ; r) (h.2.22), vì với mọi điểm M 
thuộc A ta dều có OM > r và như vậy mọi điểm M thuộc A đểu nầm ngoài 
mặt cầu. 



2. Nếu í/ = í thì điểm H thuộc mặt cáu S{0 ; r). Khi dó vdfĩ mọi diêm M thuộc A 
nhưng khác với H la luôn luôn có OM > OH = r nên OM > r. Như vậy H là 
điểm chung duy nhất cùa mật cầu 5(0 ; /■) và đường thẳng A. Khi đó ta nói 
đường thẳng A tiếp xúc với mặt cầu S(0 ; r) tại H. Điểm H gọi ỉà điểm tiếp 
xúc (hoặc tiếp điểm) của A và mặt cầu. Đường thảng A gọi là tiếp tuyến của 
mặl cầu. Vậy ta có : 

I Điều kiện cần và đủ để đường thằng A tiếp xúc với mặt cầu 
I S(0 ; r) tụi điểm ti là A vuông góc với bủn kính OH tại điểm 
! H đó (h.2.23). 



3. Nếu d < r thì đường thẳng A 
cắt mặt cầu S(0 ; r) tại hai diểm 
M, N phân biệt. Hai điểm đó 
chính là giao điếm cùa đường 
thẳng A với dường tròn giao 
tuyến của mặt cầu S(0 ; /■) và mặt 
phẳng (ớ, A) (h.2.24). 
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Hình 2.24 

















Đặc biệt, khi d = 0 thì đường 
thẳng A đi qua tâm o và cắt mặt 
cầu tại hai điểm A, B. Khi đỏ AB 
là đường kính cùa mặt cẩu 
(h.2.15b)7 

Nhận xét . Người ta chứng minh 
dược rằng : 

a) Qua một điểm A nằm trên mặt 
cầu S(0 ; r) cô vô số tiếp tuyến 
của mặt cầu dó. Tất cả các tiếp 
tuyến này dểu vuông góc với bán 
kính OA của mặt cẩu tại A và đểu 
nằm trên mạt phẳng tiếp xúc với 
mặt cẩu tại điểm A đố (h.2.25). 

b) Qua một điểm A nằm ngoài 
mật cẩu S(0 ; r) có vô sô' tiếp 
tuyến với mật cầu đã cho. Các 
tiếp tuyến này tạo thành một mặt 
nón đỉnh A. Khi đó đô dài các 
đoạn thẳng kc từ A đến các tiếp 
điểm đều bằng nhau (h.2.26), 

Chủ ý, Người ta nói mặt cán nỗi 
tiếp hình đa diện nếu mặt cầu đó 
tiếp xúc với tất cả các mặt của 
hình đa diện, còn nói mặt cẩu 
ngoại tiếp hình đa diện nếu tất cả 
các dỉnh của hình đa diện dổu 
nằm trên mặt cẩu. 




Khi mặt cầu nộị tiếp (ngoại tiếp) hình da diên, người ta cũng nói hình đa diện 
ngoại tiếp (nội tiếp ) mặt cầu. 

3 Cho hình lập phương ABCD.A'B'C‘D‘ cỏ cạnh bằng a. Hãy xác định tâm và bán kính 
mặt du: 

a) Đi qua 8 đỉnh của hình lập phương. 

b) Tiếp xúc với 12 cạnh của hình lập phương. 

c) Tiếp xúc với 6 mặt của hình lập phương. 
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IV- CÔNG THỨC TÍNH DIỆN TÍCH MẶT CẨU VÀ THỂ TÍCH KHỐI CẨU 

Dùng phương pháp giới hạn người ta chứng minh được các công thức về tính 
diện tích của mặt cẩu và thể tích cùa khối cầu như sau : 

Mặt cẩu bán kính r có diện tích là : 

s = 4 Ttr 1 


Khối cẩu bán kính r có thể tích là : 



Chú ý. 

a) Diện tích s của rnảt cầu bán kính /' bằng bốn lẩn diện tích hình tròn lớn của 
mặt cẩu đó. 


b) Thể tích V của khối cầu bán kính r bằng thg tích khối chóp có diện tích đáy 
bàng diện tích mặt cầu và có chiểu cao bằng bán kính của khối cầu đó. 



Cho hỉnh lập phương ngoại tiếp mật cắu bán kính rcho trước. Hãy tính thể tích của 
hình lập phương đó. 


BÀI TẬP 

1. Tim tập hợp tất cả các đicm M trong không gian luôn luôn nhìn đoạn thẳng AB 
cô định dưới một góc vuông. 

2. Cho hình chóp tứ giác dều S-ABCD có tất cả các cạnh đcu bằng a. Hãy xác 
định tâm và bán kính mặt cáu ngoại tiếp hình chóp đó. 

3. Tun tập hợp rôm các mặt cầu luỏn luồn chứa một đường tròn cố định cho trước. 

4. Tim lập hợp tâm những mặt cầu luôn cùng tiếp xúc với ba cạnh của một tam 
giác cho trước. 

5. Từ một điểm M nàm ngoài mặt cầu 5(0 ; r) ta kẻ hai đường thẳng cắt mặt cẩu 
lẩn lượt tại A, B và c, D. 

a) Chứng minh rẳng MA.MB = MC.MD, 

b) Gọi MO = d. Tính MA.MB theo r và d. 
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6. Cho mặt cầu S{0 ; r) tiếp xúc với mạt phảng (P) tại /. Gọi M là một điểm nằm 
trên mặt cầu nhưng khống phải là điểm dối xúng với / qua tâm 0. Từ M ta kẻ 

hai tiếp tuyến của mặt cầu cắt (P) tại A và B. Chứng minh ràng AMB = AỈB . 

7. Cho hình hộp chữ nhật ABCDA 'B 'C ‘D ' có AA * = ư, AB ~ b, AD = c. 

a) Hãy xác dinh tâm và bán kính của mật cầu di qua 8 dỉnh cửa hình hộp đó. 

b) Tính bán kính của đường tròn là giao tuyến cùa mặt phảng ( ABCD ) với mặt 
cẩu trên. 

8. Chứng minh rằng nếu có một mặt cầu tiếp xúc với 6 cạnh của môt hình tứ diện 
thì tổng độ dài của các cạp cạnh dối diện của tứ diện bẳng nhau. 

9. Cho một điểm A cế định và một đường thẳng ÍI cố dịnh không đi qua A. Gọi ồ 
là một điểm thay đổi trên a. Chứng minh rằng các mặt cầu lâm o bán kính 
/■ = OA luôn luởn di qua một đường tròn cố dịnh. 

10 . Cho hình chóp S.ABC có bốn đỉnh đểu nằm trên một mặt cầu, SA — a, SB = b, 
sc = c và ba cạnh SA, SB, sc dôi một vuông góc. Tính diện tích mật cầu và 
thể tích khối cầu được tạo nên bời mặt cầu dó. 


ÔN TẬP CHƯƠNG II 


1. Cho ba điểm A, B, c cùng thuộc một mật cầu và cho biết ACB = 90°. Trong 
các khẳng định sau khẳng dịnh nào là dung ? 

a) Đường tròn qua ba điôm A, B, c nằm trên mật cầu. 

b) AB là một đường kính của mặt cđu đa cho. 

c) AB khủng phải là dường kính của mật cầu. 

d) AB là dường kính của đường tròn giao tuyến tạo bởi mặt cầu và mạt phẳng (ABC). 

2. Cho tứ diện ABCD có cạnh AD vuông góc vớt mặt phẳng {ABC) và cạnh BD 
vuông góc với cạnh BC. Biết AB - AD - ư, tính diện tích xung quanh và thể tích 
của khối nón được tạo thành khi quay dường gấp khúc BDA quanh cạnh AB. 

3. Chứng minh rằng hình chóp có tất cả các cạnh bên bằng nhau nội tiếp dược 
Irong một mặt cầu. 


4 .Hĩnh họe12-A 


49 





4. Hình chóp 5.A8C có một mãt cầu liếp xúc với các cạnh bên .SA SB, sc và tiêp 
xúc với ba cạnh AB, BC, CA tại trung điểm của mỗi cạnh. Chúng minh rằng 
hình chóp đó là hình chóp tam giác dều. 

5. Cho tứ diện đẻu ABCD cạnh a. Gọi tí là hĩnh chiếu vuông góc của đỉnh A 
xuống mặt phẳng {BCD). 

a) Chứng minh H là tâm dường tròn ngoại tiếp tam giác BCD, Tính độ dài doạn Atí. 

b) Tính diện tích xung quanh và thể tích của khối trụ có dường tròn dáy ngoại 
tiếp tam giác BCD và chiều cao AH, 

6. Cho hình vuông ASCD cạnh a. Từ tâm o của hình vuông dựng đường thẳng A 

vuông góc với mật phàng ( ABCD ), Trên À lấy điểm s sao cho os - — - Xác 

dinh tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD. Tính diện tích của 
mật cầu và thẻ tích của khối cầu dược tạo nên bởi mặt cầu đó. 

7. Cho hình trụ có bán kính dáy r, trục 00' = 2r và mặt cẩu dường kính 00 \ 

a) Hãy so sánh diện tích mặt cẩu và diện tích xung quanh của hình trụ đó. 

b) Hãy so sánh thể tích khối trụ và thể tích khối cầu dược tạo nên bởi hình trụ 
và mặt cầu đã cho. 


CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG II 


1. Cho hmh lập phương ABCD.A'B'C'D 'có cạnh bằng a. Gọi s là diện tích xung 
quanh của hình trụ có hai dường tròn dáy ngoại tiếp hai hình vuỏng ABCD và 
A'BC'D\ Diện tích s là : 


(B) na 2 42 ; 


(A) na 2 ; 

(C) na 2 S ; 


ĨĨQ 2 1/2 
(D) ỈLỈLCit. 

2 


2, Gọi s là diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay được sinh ra bởi đoạn 
thẳng AC' của hình lập phương ABCD A'B‘C'D' có cạnh b khi quay xung quanh 
trục AA\ Diện tích 5 là : 


{A) ĩtb 2 ; 
(C) ĩĩb 2 S ; 


(B) ĩrb 2 yỉ 2 ; 
(D) /rò 2 76. 
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4 Hình họcl2-B 







3. Hình chóp S.ABC có đáy là tam giác ABC vuông tại A, có SA vuông góc với 
mạt phảng {ABC) và có 5/4 = a, AB - b, AC = c. Mật cầu đi qua các đỉnh A, B, 
c, s có bán kính r bằng : 

2{a + b + c) 


(A) 


(C> 


-Ị-\/a 2 + í> 2 +c 2 ; 


(B) 2Va 2 + ò 2 +c 2 ; 
(D) 


Va 2 + h 2 +f 2 . 


4. Cho hãi diểm cố định A, B và một díểm M di dộng trong không gian nhưng 

luôn thoa mãn diẻu kiện MAB = a vói 0° <a <90°. Khi đó điểm M thuộc 
mặt nào trong các mặt sau : 

{A> Mặt nón ; (B) Mặt trụ ; 

(C) Mặt cầu ; (D) Mặt phảng. 

5. SỐ mặt cầu chứa một đường tròn cho trước là : 

<A)0; (B)l; 

(C) 2; (D) vỏ số. 

ỏ. Trong các da diện sau đây, đa diện nào không luôn luôn nội tiếp dược trong 
mặt cầu : 

(A) hình chóp tam giác (tứ diên); <B) hình chóp ngũ giác déu ; 

(C) hình chóp tứ giác ; (D) hình hộp chữ nhật. 

7. Cho tứ diện ABCD có cạnh AD vuông góc với mặt phẳng (ABC) và cạnh BD 
vuông góc với cạnh BC. Khi quay các cạnh tứ diện đó xung quanh trục là 
cạnh ABy có bao nhiêu hình nón được tạo thành ? 

(A)l; (B) 2; (C)3; (D)4. 

8, Cho hình lập phương ABCD A 'B 'C 'ũ ' có cạnh bàng a. Một hình nón có dỉnh là 
tâm của hình vuông ABCD và có đường tròn dáy ngoại tiếp hình vuông 
A‘B'C'D‘. Diện tích xung quanh cùa hình nón đó là : 


(A) *y 3 ; 

ĩtct \ 2 
(B) JL2± ; 

2 

(C) ; 

(D) ' íq2 ' / *. 
2 
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Cho tam giác dcu ABC cạnh a quay xung quanh đường cao AH tạo nên một 
hình nón. Diện tích xung quanh của hình nón đó là : 

{A) ĩĩa 2 ; (B)2wa 2 ; (C) \-ĩta 2 ; (D) “?ra 2 . 

2 4 

£0. Trong các mệnh dé sau đây, mệnh để nào sai ? 

(A) Mặt trụ và mặt nón có chứa các dường thảng. 

(B) Mọi hình chóp luôn nội tiếp trong mảt cầu. 

(C) Có vô sô mạt phẳng cắt mật cầu theo những đường tròn bằng nhau. 

(D) Luôn có hai dường tròn có bán kính khác nhau cùng nằm trên một mật nón. 


11, Cho hình trụ có bán kính đáy bằng r. Gọi o, O’ là tâm của hai đáy với 00' = 2r. 
Một mặt cầu (S) tiếp xúc với hai đáy của hình trụ tại o và 0*. Trong các mênh 
đề dưới dãy, mệnh dẻ nào sai ? 

(A) Diện tích mặt cẩu bằng diện tích xung quanh của hình trụ. 


2 

(B) Diện tích mật cầu bằng diện tích toàn phẩn của hình trụ. 

3 

3 

(C) Thể tích khối cẩu bằng -- thể tích khối trụ. 

4 


(D) Thể tích khối cẩu bằng thể tích khối trụ. 


12. Một hình hộp chữ nhật nội tiếp mặt cầu và có ba kích thước là a, b, c. Khi đó 


bán kính r của mặt cầu bằng : 


(A) - Va 2 +h 2 +í' 2 ; 

2 

(B) 

(C) ^2{a 2 +b 2 +c 2 ) ; 

(D) 


+ * 2 +t - 2 


ị 


a +l> +c 


13. Một hmh trụ có hai dáy là hai hình tròn nội tiếp hai mặt cùa một hình lập 
phương cạnh a. Thể tích cùa khối tru đó là : 


(A) ; 

2 

(C) iA ; 


(B) ịfl 3 /r ; 
4 

(D) (?ĩt . 
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14. Một hình tứ diện dểu cạnh ư có một dỉnh trùng với dinh của hình nón, ba dinh 
còn lại nằm trên dường tròn đáy của hình nón. Khi dỏ diện tích xung quanh 
của hình nón là : 

(A)ịĩĩa 2 yfè- (B) Ìítc 2 V2 ; 

2 3 

(C) JÍTƠ 2 V3 ; (D)na 2 fi. 

15. Trong các mệnh để sau đây mớnh đe nào sai ? 

(A) Có một tnạt cẫu ngoại tiếp một hình tứ diện bất kì. 

(B) Có một mặt cầu ngoại tiếp một hình chóp đểu. 

(C) Có một mạt cẩu ngoại tiếp một hình hộp. 

(D) Có một mặt cầu ngoại tiếp một hình hộp chữ nhật. 

16. Người ta bỏ ba quả bóng bàn cùng kích thước vào trong một chiếc hôp hình trụ 
có day bằng hình tròn lớn của quả bóng bàn và chiểu cao bằng ba lần đưừng 
kính quả bóng bàn. Gọi 5 ị là tòng diện tích của ba quả bóng bàn, $2 là diện 

Sì 

tích xung quanh của hình trụ. Tỉ số bằng : 

S 2 

<A)I; (B) 2; 

(QK5; (D)],2. 

17. Người ta xếp 7 viên bi có cung bán kính r vào một cái ]ọ hình trụ sao cho tất cả 
các viên bi đều tiếp xúc với đáy, viên bi nằm chính giữa tiếp xúc vói 6 vièn bi 
xung quanh và mỗi viên bi xung quanh đẻu tiếp xúc với các dường sinh của lọ 
hình trụ. Khỉ dó diện tích dáy của cái ]ọ hình trụ là : 

(A) 1Ó7ĨT 2 ; (B)18*r 2 ; 

(C) 9tzt 2 ; (D) 36*r 2 . 

18. Cho ba điểm A, c, B nằm trên một mặt cầu, biết rằng góc ACB - 90°. Trong 
các khẳng dịnh sau, khắng định nào là đúng ? 

(A) AB là một dường kính của mặt cầu. 

(B) Luôn có một đường tròn nằm trên mặt cầu ngoại tiếp tam giác ABC . 

(C) Tam giác ABC vuông cân tại c. 

(D) Mật phảng (ABC) cắt mặt cầu theo giao tuyến là một đường tròn lớn. 
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Biểu diễn hình cầu như thế nào chữ đúng ? 


Nếu chiếu song song mờl hình cầu (mà không phủi là phép chiẽu vuông góc) 
lên mội mặt phảng ta được hình chiếu là 1 Ĩ 1 ỘI élip, Do đó người ta có thể dùng 
hình elip để bicu diễn cho hình cẩu. Trong thực tế khi biểu díền hình cầu 
người ta thường dùng hình tròn mà không dùng hình clip vì hình tròn phù hợp 
với hình ảnh của hình cầu mà chúng ta thu nhím dược bàng mắt. Trong các 
sách giáo khoa người ta thường dùng hình tròn dể biểu diẻn cho hình cầu. Để 
hình biểu diẻn có tính trực quan người la thường vẽ thêm hình biểu diẻn cùa 
một vài đường tròn nào đó trên mặt cầu. 

Muốn vẽ đúng hình biểu diễn của hình cầu, cẩn chú ý rằng khi ta dùng một 
đường tròn ) biểu diễn cho hình cầu thì đường tròn này là hình chiếu 

vuòng góc của đường tròn ỉớn thuộc mặt cầu và nằm trên mặt phảng song 
song với mặt chiếu. Để hình biểu diễn được trực quan hơn người ta thường vẽ 
thêm dường elip biểu diễn cho dường tròn xích đạo. Đường tròn này là một 
dường tròn lớn của mặt cầu, nằm trên mặt phẳng vuông góc với trục di qua 
hai cực N, s của mặt cẩu. Khi đó hai cực N, s cùa hình cẩu dược biểu diễn 
bằng hai diểm tương ứng N\ S' không nằm trên đường tròn { c ể) 
(h.2.27a), Muốn xác định chính xác hai diểm N\ S' này, ta hãy cảt mặt cầu 
bởi một mật phẳng phụ (ạ) chứa trục NS và vuông góc với mặt phẩng chiêu 
(xem h.2.27b). 



















Mặt phảng (à) cắt mặt cẩu theo đường tròn nhân 
AB làm dường kính và khì đó trục NS cùa mặt 
cẩu vuông góc với AB tại o (h.2.27b). Từ hình 
2.27b, ta dẻ dàng tìm lại dược các điểm biểu diễn 
cho hai cực là N\ S' ở trên hình 2.27a theo chiéu 
các mũi tên. Trên hình 2.27e ta có hai tam giác 
vuông 0‘NN' và 0'BB' bằng nhau và ta suy ra 
cần phải vẽ hình biểu diẽn sao cho N'N = 0'B\ 
Trên hình 2.27a, ta vẽ thêm hình biểu diẽn của 
đường tròn đi qua hai cực N . 5 cùa mặt cẩu. 
Đưòmg tròn này cắt dường tròn xích đạo tại hai 
điểm c, D và trên hình thực ta có NS JL CD. Do 
đó ta cần biểu diẻn sao cho N'S l và C'D' phải là 
hái dường kính liên hợp vớì nhau của cìip biểu 
diễn cho đường tròn lớn cùa mặt cầu đi qua bốn 
diểm N r 5, c, D nóỉ trên. 



c) 

Hình 2-27 



Hhững vấn đề có liên quan đến Kinh tuyến 
và vĩ tuyến của Trái Đất 


/. Việc đánh số các kỉnh tuyến rà vỉ tuyên 

Trái Đất là một trong các hành tinh của Hệ Mặt Trời, có dạng hình cầu với 
bán kính r = 6370 km. Đường xích đạo là vĩ tuyến lớn nhất, dàì khoảng 
40 076 km, chia Trái Đất thành hai phần : bán cầu Bấc và bán cầu Nam. Để 
đánh số các kinh luyến và vĩ tuyến trôn bể mặt Trái Đất, người ta phai chọn 
một kinh tuyến và một vĩ luyến làm gốc. Kinh tuyến gốc và vĩ tuyến gổc 
đéu dược ghi số 0°. Kinlt tuyển gốc đi qua đài thiôn văn Grin-uýĩ ờ ngoại 6 
thành phô' Luftn Đồn (nước Anh), tuy hiện nay dài thiên vân này đã chuyển 
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đi nơi khác, nhưng kinh tuyến gốc vần ờ chỗ cu, Vĩ tuyến gổc chính là 
đường xích đạo (h.2,28). 



Hình 2.28 

Những kinh tuyến nằm ở phía đóng của kinh tuyến gốc là những kinh tuyến 

dỏng (Đ) dược đánh số từ 1°, 2°, ... đến 180°. Kinh tuyến 180° là kính 
tuyến dối diện với kinh tuyến (F. Tương tự, những kinh tuyến nằm phía tày 
của kinh tuyến gốc là những kinh tuyến táy (T). 

Các vĩ tuyến ở phía bắc xích đạo và phía nam xích đạo theo thứ tự đều được 

dánh sò lừ ]°, 2", ... đèn 90°. Vị trí của mỗi địa điếm trên Trái Đất được xác 
định tại chỏ cát nhau cùa cập kình tuyến và vĩ tuyến đi qua điếm đó. Ví dụ ta 
có kinh độ và vĩ độ của một điểm M là : 


M 


2()°3ƯĐ 


30° B. 

Với toạ độ địa lí của diêm M đó, ta hiểu rầng điểm M nằm trên kinh tuyến 


20 11 30' về phía đỏng kinh tuyến gốc và nàm trẽn vì tuyến 30° vẻ phía bác 
quá Địa cầu. 


2. Các khu vực giờ trên Trái Đài 

Trái Oăt tự quay một vòng quanh trục của nó trong khoáng 24 giờ. Đe tiện 
cho vỉệc tính giờ và giao dịch trên thố giới, người ta chia bé mặt Trái Đất ra 


ta 


56 











24 múi giờ. Mỗi khu vực có một giờ riêng, chiều rộng mỗi khu vực bàng 
15 kinh độ và lấy giờ của kinh tuyến đi qua chính giữa khu vực íló làm giờ 
chung của khu vực. Khu vực có kinh tuyến gốc di qua được quy định là khu 
vực giờ 0. Nước Việt Nam ta ở khu vực giờ thứ 7 (h.2.29). 



Hội nghị quốc tế nãm 1884 quy định khu vực có kinh tuyến góc đi qua làm 
khu vực giờ gốc và đánh sổ 0. Ranh giới của khu vực này là từ kinh tuyến 

7°3Ư T đến 7°30' Đ. Từ khu vực giờ gốc VỂ phía đòng là khu vực cỏ số thứ 
tự táng dán (từ 1, 2, 3, ... đến 23) và mỗi khu vực cách nhau I giờ. Khu vực 
giờ số 0 trùng với khu vực giò số 24. Vé mặt nguyên tắc, giới hạn của các 
khu vực giờ là các đường kinh tuyến dược dánh số, nhưng trong thực tẽ ờ 
một số khu vực, các dường giới hạn đó lại là các đường gấp khúc để phù hợp 
với các đường biên giới quốc gia. ĐỐI diện với khu vực giờ gốc (0 giờ) lù 
khu vực số 12 và dể tính ngày giờ được thuận tiện trong các hoạt động 

cỉiung của tlìê giói, người ta quy định lấy kinh tuyến 180° qua khu vực giờ 
sỏ 12 nằm giữa Thái Bình Dương làm dường chuyển (dổi) ngày quốc tế. 
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Nếu đì từ phía Tây sang phía Đông qua kinh tuyến 180° thì phải lùi ]ạị một 
ngày lịch* còn nếu đi lừ phía đổng sang phía tây qua kình tuyến 180" thì 
phải tăng thêm một ngày lịch. 

3. Các vĩ tuyến đặc hiệt: các vòng cực và các chí tuyến 

Trong khi quay quanh Mật Trời, trục Trái Đất luôn nghiêng và không đdi 
phương, có lúc nghiêng bán cầu Bắc, có ỉúc nghiêng bán cầu Nam về phía 
Mặt Trời. Do dường phân chia sáng tối không trùng với trục Bắc — Nam của 
Địa cầu nên ờ bán cầu Bác và ở bán cầu Nam có hiện lượng ngày đêm đằi 
ngắn khấc nhau. 

Các địa điểm nằm trên đường xích đạo (ở vĩ tuyến 0°), quanh năm lúc nào 
củng có ngày đèm dài như nhau. 

Vào ngày 22-6 (tức là ngày hạ chí) các địa diểm từ vĩ tuyến 6Ó°33' Bắc 
đến cực Bắc và vào ngày 22—12 (tức là ngày dồng chí) các địa diểm từ vì 

tuyến 66 ơ 33' Nam đến cực Nam có ngày hoặc đêm đài suốt 24 giờ. Các vĩ 

tuyến 6ó°33 / Bắc và Nam của hai bán cầu được gọi là Vòng cực Bắc và 
Vỏng cực Nam. 

Vào ngày hạ chí. Mặt Trời chiếu thẩng góc vào vĩ tuyến 23°27' Bác và vào 

ngày đỏng chí Mạt Trời chiếu thảng góc vào vĩ tuyến 23° 27' Nam. Các vĩ 
tuyến này lần lượt được gọi là Chí tuyến Bắc và Chí tuyến Nam (h.2.30). 
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Vào các ngày 21—3 (tức là ngày xuân phân) và ngày 23-9 (tức là ngày thu 
phân) hai bán cẩu nhận được góc chiếu như nhau của Mạt Trời, đo đó tiếp thu 
được một lượng nhiệt và ánh sáng như nhau (lì. 2.31). 



Hình 2.31 


Các chí tuyến và các vòng cực là 
những vĩ tuyến đặc biệt làm ranh giới 
phân chia bẻ mặt Trái Đất ra năm vành 



đai nhiệt song song với xích đạo. 
Tương ứng với năm vành đai nhiệt, 
người ta chia Trái Đất ra năm dơi khi 


23°27 


hậu sau đây (h.2.32): 


2ÍS7’ 


* Nhiệt đới chứa xích đạo giới hạn từ vĩ 


tuyến 23°27 / Bắc đến vĩ luyến 


CMC Hề m 


23°27' Nam. Đó là mién giữa hai Chí 

tuyến Bắc và Chí luyến Nam. Đây là Hinh 232 

vùng khí hậu nống và mưa nhiêu. 

* Ôn đới gốm có hai đới khí hậu, hao góm từ Chí tuyến Bác đến Vòng cực 
Bác và từ Chí tuyến Nam đến Vòng cực Nam. Đây là hai khu vực có lượng 
nhiệt trung bình và có bốn mùa thể hiện rất rỏ trong năm, 

* Hân đới gổm hai đới khí hậu từ Vòng cực Bác đến cực Bác, Vòng cực 
Nam đến cực Nam. Đây là hai khu vực giá lạnh và có bàng tuyết hầu như 
quanh năm. 
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Như vây sự phân hoá khí hâu trên bể mặt Trái Đất phụ thuốc vào nhiêu yếu 
tố, trong đó cỏ sự phân hoá theo vì độ, 

4. Vị trí của nước Việt Nam 

Xem bản đổ khu vực Đòng Nam Á, chúng ta dẻ dàng nhận thây rảng vùng đất 
liền của nước Việt Nam ơ vào vùng kinh tuyến từ 102°8' Đ đến 109°27' Đ 
và ở vào vùng vĩ tuyến từ 8°27' B đến 23°23' B (h.2.33). 



Sản đổ khu vực Đông Nam A 
Hình 2.33 
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§1. HỆ TOẠ Độ TRONC KHÔINC GIAN 



Trải Bất và Trạm vũ trụ ISS (International space Staiĩon) trong không gian 


I- TOẠ Độ CỦA ĐIỂM VÀ CỦA VECTƠ 


ỉ. Hệ toạ độ 

Trong không gian, cho ba ĩrục x’Ox t y'Oỵ, 
z'Oz vuông góc với nhau từng đôi một. Gọi 

/. j, k lần lượt ỉà các vectơđơn vị trên các 
trục x’Ox, y'Oy\ z'Oz, 

Hệ ba trục như vậy được gọi là hệ trục toạ 
độ Đề-câc vuông góc Oxỵi trong không 
gian, hay đơn giản được gọi là hệ toợ độ 
Oxyz (h.3.1). 

Điếm o được gọi ]à gốc ĩọa độ. 


Ạ z 



X * 

Hình 3.1 


Các mặt phẳng ỡxy, Oyz, Ozx đôỉ một vưởng góc vói nhau được gọi 
mặt phẳng ĩoạ độ. 


Khồng gian với hệ loạ độ Oxyz còn được gọỉ là khổng gian ỡxyz. 


à các 
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Vì i, j, k là ba vectơ dơn vị đòi một vuòng góc với nhau nên : 

-2 ~*2 r 2 

7 =7 =* =1 

và ỉ.ý = j.k - ki = 0. 

1 Trong khống gian Oxyz, cho một điểm |W> Hãy phàn tích vectơ OM theo ba vecỉơ 
không đông phẳng 7 , k đã cho trên các trục Ox, Oy, ồz, 

2. Toạ độ của một điểm 

Trong không gian Oxyz, cho một điểm M tuỳ ý. Vì ba vectơ ỉ, j, k khỏng 
đồng phẳng nỏn có một bộ ba số (jí ; y; z) duy nhất sao cho : 

OM = xĩ+ỳ] + zk. (h.3.2) 



Ngược lại với bộ ba số (jt; y ; z) ta có môt điểm M duy nhất trong không gian 
thoả mãn hẻ thức OM — xi +yj + zk. 

Ta gọi bộ ba số {a' ; y ; z) đó là toụ độ của điểm M dối với hệ trục toạ dô Oxyz 
dã cho và viết: 

M = (x;y:z) hoặc M(x ; y ; z). 
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3. Toạ độ của vectơ 

Trong không gian Oxyz cho vectơ a , khi đó luôn tổn tại duy nhất bộ ba sô' 


(íí] ; a 2 l Oy) sao cho : ẫ — ayi + a 2 j + ÍỈ 3 Ấ:. 


Ta gọi bộ ba số ( Uị ; a 2 ; « 3 ) dó ià toạ dộ cùa vectơ Tt đối với hệ toạ độ Oxyz 
cho trước và viết <7 — (í*Ị ; a 2 ; «3 ) hoặc ã(aị ; ữ 2 í « 3 ). 

Nhận xét. Trong hệ toạ độ Oxyz, toạ độ của điểm M chính là toạ dộ cùa vectơ OM. 
Ta có : M - (a: ; y ; z) <z> OM = (x ; y ; z). 



T=^2 Trong khỏng gian Oxyz, cho hỉnh hộp chữ nhật ABCD.A‘B'C'D' có đỉnh A trùng với 
gốc 0, có AB , AD, AA f theo thứ tự cùng hướng với 7, 7, ĩ' và có AB = a, 

AD = b I, AA' = c. Hãy tính toạ dộ các vectữ AB, AC, AC và AM với M là trung 
diểm của cạnh C'D\ 

II- BIỂU THỨC TOẠ ĐỘ CỦA CÁC PHÉP TOÁN VECTƠ 


Định lí 

Ttong không gian Oxyz cho hai vectơ ã = (ơị : Uj ; «3) và 


b = {b ì \ /> 2 ; by). Ta có : 

ư) a + b — (íJj + bị ; ừ 2 + bỵ ; a 3 + bị ), 

bị a-b = (aị -bị; a 2 ay-by). 


c) kci = k(tíị ;a 2 ;ưy) = (ka l ; kư 2 ; kay ) 
với k lủ một sổ thực. 

Chứng minh 

Theo giả thiết : ã = dị! + 02 ]+Ciyk, b = bịl+ỉ> 2 )+ byk, 

—^ ứ + b — (í/j 4- bị )i + {ct 2 ■+• b 2 )y+<«3 + bỳ)k . 

Vậy ã+b^iỉìị+bịi a 2 +b>2; ay+by), 

Chứng mình tương tự cho trường hcrp b) và c). 
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ị ị 


Hệ quả 

a) Cho hai vectơ ĩí — (í3j; « 2 ; « 3 ) vổ h- (/)| \ bj\ hy), 

Ta có : ả - h <=> ứj = bị ; a 2 = h 2 ; Oy - hy. 

b) Vectơ 0 có toạ độ là (0 ; 0 ; ồ). 

c) Với Ĩ?*Õ thì hơi vectơ Tỉ và h cùng phương khi vđ chỉ khỉ 
có một sốk sao cho : Gị = kh 1 , a-ỵ = kb 2 , Oy - kby 

d) Trong không gian Oxyz, nểu cho hai điểm ; y A ; 2 A ), 
B{x b ; y B ; Z B ) thì : 

ÃB=ÕB-ÕẴ = {x B -x A \y B -y A ;z B -z A ). 


III- TÍCH VỎ HƯỚNG 

ỉ . Biểu thức toạ độ của tích vô hướng 
Định tí 

Trong khổng gian 0.\yz, tích vô hướng cùa ỉưti vectơ 
a - (ú J; Íi 2 ; a-y ) và b = {bị , b 2 > bị) dượt' xác định bài cồng thức 

ã.b — ƠỊ bị + a^b} + Qyi>Ặ 

chứng minh 

-+ '4 -* ^ 

a,b = (ííj í’ + í*2 j + ayk) .(bịi + 02 } + byk) 

- Uịbịì + ừ]È >2 hj + aịbịiJt + «2^ỉ ì-i + 

-f 2 -* -* -j+ -*2 

+ oịỊ^Ỉ + (i 2 bịj.k + a-ybỵkj + Uyb 2 k.j + aybyk , 

-*2 ^2 “*“* ——• —■ 

Vì i = j = k = 1 và í",ý = j = 0 

nên a.b — + ti2^2 + a ^by ■ 


5 .Hình học12-A 
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2. ứng dạng 

a) Độ dãi tủa một vectơ. Cho vectơ ã = (<Ịị‘, «2 ỉ ứ %)' Ta biết rằng |ơ|“ - 

hay Ịal = . 

Do đó \ứ\ — + í*2 ^3 * 

b) Khoảng cách giữa hai điểm. Trong không gian Oxyz, cho hai điểm 
A(x a ; y A ; Z A ) và B{x b ; y B ; Z B ) . Khi đó khoảng cách giữa hai điểm A và 

B chính là dộ dài cùa vectơ AB . Do đó ta có : 

ab=\ab\=J ịx B - X A ) 2 + (y fl - Va ) 2 + ( 2 a - *A f • 

c) Góc giữa hai vectơ. Nếu <p là góc giữa hai vcctơ ã = <4»|; a 2 ; «3 > và 

— 

b - (Ỉ»J; bỵ ; bị) với d và h khác 0 thì cos <p — - a ịlị • Do đó : 

lớỊ.lờ! 


Í'AC /71 — r*rSỊ Ị-ị\ “ 

Cì^ +a 2 b2 + a ĩ b ĩ 

NÌ 

+aị+aị .yjbị + ỉị +tị 


Từ đó ta suy ra 

ữ Ả. b o újbj +újí>2 = 0. 

^^3 Với hệ toạ độ 0xỵz trong không gian, cho a = (3 ; ũ ; 1), b = (1 ; -1 ; -2), 
c - (2 ; 1; -1). Hãy tính d.(b+c) vả lở+3. 


IV- PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẨU 

Định lí 

Trong không gian Oxyz, mật cẩu (S) tâm ỉịa ; b ; c) bán kính 
r cồ phương trình là : 

ịx — af + ịy — bf +■ (z —c) 2 = r 2 
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5 .Hình họcl2-B 













ckứng minâ 

Gọi M{x ; y ; z) là một điểm thuôc mẵt cẩu (5) tâm / bán kính r, 

Khi dó : AÍ e ($) <=> \Ĩm\ = r 

<=> -J(x-a) 2 +{y-b) 2 ~Hz~cỹ -r 
<^> (x-a ) 1 + (y-b) 2 + (z~c) 2 =r 2 . 

Do dó {.r-a} 2 + (y-b) 2 +(z—í.') 2 = 2 là phương trình của mặt cầu (5). 



4 Viết phương trinh mặt cầu tàm 1(1 ; -2 ; 3} có bán kính r = 5. 

Nhận xét. Phương trình mặt cầu nói trên có thể viết dưới dạng : 

X 2 +y 2 +z 2 - 2ax—2by —2 cz + d = 0 với íỉ = a 2 + b 2 + c 2 - r 2 , 

Từ đó người ta chứng minh dược rằng phương trình dạng 
X 2 + y 2 + z 2 + 2Ax + 2By + 2Cz + D — 0 với điểu kiện A 2 + B 2 +c 2 -D > 0 
là phương trình của mật cầu tâm / = {-A ; -ổ ; -C) có bán kính 

r = V/t 2 + tf 2 +C 2 -D. 

Ví dụ. Xác dịnh tâm và bán kính của mặt cáu có phương trình : 

X 2 +ỵ 2 + z 2 + 4x—2y + 6z + 5 — 0 . 
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giải 

Phương trình mặt cầu đã cho tương đương với phương trình sau : 

ụ+ 2) 2 + (y-1) 2 + (z + 3) 2 = 3 2 . 

Vậy mặt cáu dã cho có tâm / — (—2 ; 1 ; -3), bán kính r — 3. 

BÀI TẬP 

Các bài tập sau đây dểu xét trong không gian Oxyi. 

1. Cho ba vectơ d =(2;-5; 3), ì =(0;2;-l), 7 = (1; 7 ; 2). 

I - 

a) Tính toạ độ của vectơ d — 4ã — ~h + 3c . 

' 3 

b) Tính toạ độ của vectơ e —ã-4b — 2 c . 

2. Cho ba điểm A = {í ; —1 ; 1), B = (0 ; 1 ; 2), c = c 1 ĩ 0 ; 1). 

Tìm toạ dộ trọng tâm G cùa tam gỉác ABC. 

3. Cho hình hộp AẼCDAB CV' biết A = (1 ; 0 ; 1), B = (2 ; 1 ; 2), D * (1 ; -1 ; 1), 
C' = (4; 5 ; -5), Tính toạ độ các đỉnh còn tại cùa hình hộp* 

4. Tính 

a) ữh với ỡ = (3 ; 0; -6), ĩ = (2 ; -4 ; 0). 

b) c.íJ với c — (1 ; — 5 ; 2), d — (4 ; 3 ; —5). 

5. Tìm tâm vằ bán kính của các mặt cầu có phương trình sau đây : 

a) X + y 2 + 2 - 8 a■ — 2y + 1 = 0 ; 

b) 3 jt 2 + 3ý 2 + 3z 2 - 6x + 8y + I5z - 3 = 0. 

6 . Lập phương ưình mặt cẩu trong hai trường hợp sau đây ; 

a) Có đường kính AB với /4(4 ;-3 ; 7), B{2 ; L; 3). 

b) Đi qua điểm /4(5 ; -2; 1) và có tâm C(3 ; -3 ; 1). 
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§2. PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNC 


Trong hình học không gian ở lớp 11 ta đã hìết một sô’ cách xác định mặt 
phảng, chẳng hạn như xác định mặt pháng bang ba điểm khòng tháng hàng, 
bằng hai đường thẳng cãt nhau, ... . Bày giờ ta sẽ xác định mặt phắng bằng 
phương pháp toạ dợ. 



Các bức tường của toà nhà cao tầng hiện đại cho ta hình ảnh cửa màt phâng trong không gian 

I- VECTƠ PHÁP TUYẾN CỦA MẶT PHANG 

Ỉ Định nghĩa 

Cho mặt phang (a). Nếu vectơ h khác 0 và có giá vuông 
m góc với mật phẳìĩg (ơ) thỉ rỉ được gọi !à vectơ pháp tuyến 
I của (a). 
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Chú ý. Nếu n là vectơ pháp tuyến của một mặt phẳng thì kĩi với k * 0, cũng 
là vectơ pháp tuyến cùa mặt phẳng đó. 

<Bài toán 

Trong khòng gian Oxyz cho hai veclơ khống cùng phương ứ = (tiỊ; « 2 ; tỉj ) 

và b = í6]; Ủ 2 ; bị ). Chứng minh rằng nếu a và b có giá song song hoặc 
nẳm trẽn mặt phẳng (a) thì (or) sẽ nhận vectơ 
/7 = («2^3 - «36*2 ị tiT,b\ -ƠỊÍÍ3; ư]&2 - «2^1) vectơ pháp tuyến. 


Qỉải 

Ta có: a.ĩì = ư 1 (ư2ồ | 3 -0362) +£12 {036] **ơỊfrj) + í/3(£ij&2 -«2^1) 


— (ữ|í/2Ờ3 “U2ơ^í>3) + (ơ3í/]Ể>2 -^iíĩj/>2) +— 03 ^ 2 ^ 1 ) 

= 0 . 


Tương tự Ễ>.7 = 0. 


Vậy vectơ n vuông góc với cả 

hai vectơ ã và có nghĩa là 
gỉã của nó vuởng góc vối hai 
đường thẳng cẳt nhau của mặt 
phẳng ( a ) (h.3.4), Suy ra giá 
của ĩ> vuông góc với mặt 

phẳng (ữ). Vì £?, b không 
cùng phương nên các toạ độ 
của /7 không đồng thòi bàng 

không, suy ra /7 * õ. Do đó 
vectơ /7 là một veclơ pháp 
tuyến của mặt phảng (ơ). 



Hình 3,4 



Vectơ rĩ xắc định như trên được gọi iù tích có hướng ịhưy tích 
veclơ) cùa hai vectơ ư vả h, kí hiệu ìà ri = ẵ A b hoặc 

'7 = [ử, b 1. 



Trong không gian Oxyz cho ba điểm A{ĩ ; -1 ; 3), B{4 ; 0 ; 1}, C(-1Q ; 5 ; 3). Hãy 
tìm toạ độ một vectơ phầp tuyến cừa mặt phẳng (yABC). 
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II- PHƯƠNG TRÌNH TổNG QUÁT CỦA MẶT PHANG 
(Bải toấit ỉ 

Trong khỗng gian Oxyz cho mật phẳng (ơ) đì qua điểm M 0 0*0 ; yo ỉ z o) và-nhận 
n (A ; B ; C) làm vectơ pháp tuyến. Chứng minh rằng điểu kiện cẩn và đủ để 
điểm M(x ; y ; z) thuộc mặt phảng (a) là : 

A{x - * 0 ) + B(y - y 0 ) + C(z - z 0 ) = 0. 

giầi 

Ta có MqM = (x - XQ ; y - y Q ; z - Zo) (ầ.3.5) 

u € (ứ) MqAÍ c ( a ) <=> n _L M ữ M 

« HMqM = 0 

o A(* - jr 0 ) + B(y - y 0 ) + C(2 - 2q) = 0. 



Trong không gian Oxyz y chứng minh rằng tãp hợp các diểm M{x ; y ; z) thoả 
mãn phương trình Ax + By + Cz + D = 0 (trong đó các hẹ số A, B, c không 
đồng thời bằng 0) tà một mặt phẳng nhện vectơ n = (A ; B ; C) làm vectơ 
pháp tuyến. 

giải 

Ta lấy điểm M ữ (x 0 ; y 0 ; Z(j) sao cho Ax 0 + By ữ + Cz 0 + D = 0 (chẳng hạn nếu 

D 

A ít 0 thì ta lấy x ữ = —- ; y ữ = z 0 = 0). 

A 


71 













|Ê» p> 


Gọi (cr) là mặt phảng di qua điểm Mịị và nhận n = ịA : B ; C) làm vectơ pháp 
tuyến. Ta có: 

M e (a) « A(x - x 0 ) + B(y - y 0 ) + C(z - Z E) ) = 0 

<=> Ax + By + Cz - M.V(| + By u + Cz 0 ) - 0 

<=> Ax + By + Cz + o - 0 vì D — — (A\'o + Ẽỵ ữ + Cĩq). 

Từ hai bài toán trẽn ta có dịnh nghía sau, 

/. Định nghĩa 

I Phương trình có dạng /U + By + Cz + D = 0 trong tíó A,B,C 
không dồng thời hằng 0 dược gọi lù phương trình tổng quát 
cùa mặt phầng. 

Nhận xét 

a) Nếu mặt pháng {a) có phương trình tổng quát là Ax + By + Cz + D = 0 thì 
nó có một vectơ pháp tuyến là ĩỉ (A ; B ; C). 

b) Phương trình mặt phang đi qua diCm Mq{x 0 ; Vq ; Zp) nhận vectcĩ /7 iẬ ; B ; C) 

khác f> làm vectơ pháp tuyến ĩà A{x - Xq) + Bịy - Vo) + C(z - z 0 ) = 0. 

2 Hãy tìm một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng («): 4x - 2y - 6z + 7 = 0. 

3 Lập phương trình tổng quát của mặt phẳng ( MNP) với M(1 ; 1 ; 1), N(A ; 3 ; 2), 

P(5;2;1). 

2. Các trường họp riêng 

Trong không gian Oxyz cho mật 
phàng (ữị : 

Ax + By + Cz + D = 0 (1) 

a) Nếu D - 0 thì gốc toạ dộ o 
có toạ độ thoả mãn phương trình 
của mặt phang (a), Vậy (ờ> di 
qua gốc toạ dộ o (h,3.6). 
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Hình 3.6 








b) Nếu một trong ba hệ số A, fí. c bàng 0, chẳng hạn A - 0 thì mặt phảng (a) 

có vectơ pháp tuyên là n = (0 ; B ; C). Ta có ri.ỉ = 0. Do ị là vectơ chỉ 
phương của Ox nên ta suy ra (ớ) song song hoặc chứa trục Ox (h.3.7a). 



a) b) c) 

Hình 3.7 



Nếu B = 0 hoặc c = 0 thí mặt phẳng (a) có đặc điểm gì ? 


c) Nếu hai trong ba hộ số A, B. c bằng 0, ví dụ A ■= B = 0 và c 5* 0 thì từ 
trường hợp b) ta suy ra mặt phầng {a) song song với Ox và ỡy hoặc (a) chứa 
Ox và Oy. Vậy (Ợ) song song hoậc trùng với mặt phẩng (Cbrv) (h.3.8a). 



Cz + D = 0 


By + D = 0 



a) 


b) 




Hình 3.8 
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^^5 Nếu A = C = OváB# D hoậc nếu 6 = c = 0 và A * 0 thỉ mặt phẳng ịứ) có đặc 
điểm gỉ ? 

Nhận xét 



Nếu cả bốn hộ số A , B. c, D đều 

khác 0 thì bằng cách đặt a = ——* 

A 

, _ D __ D _ ^ 

/j -——’ c = ——, ta có the đưa 

B c 

phương trình (1) vể dạng sau đây : 


X y 2 , 

7 + 7 + “=l. (2) 

a h c 


Vi dụ. Trong không gian Oxyz cho ba điểm Mị] ; 0 : 0 ), N( 0 ; 2 ; 0 ), p(0 ; 0 ; 3 ), 
Hãy viết phương trình mặt phẳng (MNP). 


Khi đó mặt phẳng (a) cảt các trục 
ơx\ Oy, Oz lần lượt tại các điểm 
có toạ độ là (ứ ; 0 ; 0)* (0 ; h ; 0), 
(0 ; 0 ; c). Người ta còn gọi phương 
trình (2) là phương trĩnh của mặt 
phẳng theo đoạn chắn (h.3.9). 


Hình 3.9 


giải 

Áp dụng phương trình của mặt phảng theo đoạn chắn, ta có phương trình của 
mặt phảng (MNP) là : 


7- + ị + ị = l hay ẾU' + 3y + 2 2 - 6 = 0. 
12 3 


III- ĐIỂL KIỆN ĐỂ HAI MẬT PHANG SONG SONG, VCÔNG GÓC 



Cho hai mặt phẳng (á} vá [ftị có phương trình 


(ữ); X-2/ + 3z + 1 = 0, 


($:2x-4y + 6z+1=0. 


Cố nhận xét gỉ vê vectơ pháp tuyên của chúng ? 
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Trong không gian Oxyz cho hai mặt phẳng {ữị ) và (#2) có phương trình 
(ơị) : A-ịX + B^ỵ + CjZ + Dị = 0 
(«2 ) í A 2 X + B^ỹ + c 2 z + ũ 2 - 0. 

Khi đó (ữ]) và (Ơ2 ) có hai vectơ pháp tuyến lần lượt là 
í| -(A|; Bị ; C)>, 

— 0^2 ’ > ^2)* 

Ta xét diều kiộn dể hai mặt phẳng (a,) và (a 2 ) song song hoặc vuông góc 
với nhau. 

I. Điétí kiện đề haì mặt phảng song song 



Ta nhận thấy hai mặt phăng (ữj) và (a 2 ) song song hoặc trùng nhau khi và 
chỉ khi chúng cùng vuông góc với một dường thẳng, nghĩa tà khi và chỉ khi 
hai vectơpháp tuyến «1 và Tij của chúng cùng phương (h. 3 . 10 ). 

Khi đó ta có: «1 =£«2- 

Nếu Dj = kD 2 thì ta có (aj) trùng với (Ơ2) - 

Nếu Dị * fcD^ thì (ứị) song song với (G£ 3 ). 
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Vạy la suy ra 


{a x )lỊ{a 2 ) <=> 


«1 = kn^Ị 

ỡ| * kD 2 


í(^1; Bị ; C]) - k(A 2 ; B 2 ' t c 2 ) 
Ịí?ị & kD2- 


(£Tj)=(ơ 2 ) 


rtj = kn 2 
Dị = k£>2 


J{j4j; ổỊ; Cị) — ^(/^2 ; B 2 \ c 2 ) 

1A =kD 2- 


m*Chúý 

(a^cắttũ^) o rĩ] * kĩĩ2 (h.3.11) 


<=>(Ap Bị; Cị)* ki^; B 2 \C 2 ). 



Hình 3.11 

Ví dụ. Viết phương trình mặt phảng (a) đi qua điểm M( 1 ; — 2 ; 3) và song 
song với mặt phẳng (/?) : 2jr - 3y + z + 5 = 0. 

gidi 

Vì mãl phẳng (cr) song song với mặt phẳng (JJ) nên (à) có vectơ phấp tuyến 
« = (2; -3 ; 1). Mại phẳng (a) đi qua điểm Aí(l; -2; 3), vây (a) có phương trình: 

2(x - 1) - 3(y + 2) + l(z “ 3) - 0 hay 2 j - 3y + z - 11 =0, 


76 















2. Điều kiện để hai mặtphẳng vuớnggóc 



Ta nhận thấy hai mặt phẳng (cf 1 ) và {« 2 ) vuông góc với nhau khi và chỉ khi hai 
vectơ pháp tuyến ĩiị và «2 tương ứng của chúng vuông góc với nhau (h.3.12). 

Vậy ta có điểu kiện : 

Ỉ (ơj) _L (ữ2 ) o «14 =0 

Á ịẢ2 + BỊẼ2 + cỊƯ2 — Ớ, 

Ví dụ. Viết phương trình mặt phảng (a) đi qua hai dìểm /4(3 ; ì ; -IX B(2 ; -1; 4) 
và vuông góc với mặt phẳng (/?) có phương trình : 

2x - y + $z - 1 = 0 . 

QiẦi 

Gọi np là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (jổ). Hai vectơ không cùng phương có 
giá song song hoăc nằm trên (a) là : 

ÃB= (-1; -2; 5) và 4 =(2; -1 ; 3). 

Do đó mật phảng (a) có vectơ pháp tuyến ; 

4 = ÃBAĨĨp =<-l; 13;5X 

Vậy phương trình của (a) là : 

-l(x- 3)+ 13(y- l) + 5(z + 1) = 0 o X - 13y-5z + 5=0. 
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IV- KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM đến một mặt phang 
I Định lí 

I Trong không gian Oxyi, cho mật phảng (a) có phương trình 
I Ax + By + Cz + D = 0 và điểm Mq(xq ; 3 ^ 0 ; Zg). Khoảng cách 
I từ điềm M 0 đến mặt phẳng ịct), kí hiệu ià d( Mọ, (a)), được 
tinh theo công thức : 

VA 2 +B 2 +c 2 


Chứng minh 


Gọí Myịxy ; 3 ?! ; X|) là hình chiếu 
vuông góc cùa Mq írên (ơ) (h.3.13). 
Xét hai vcctơ 

MịM 0 = <* 0 - Xy ; y 0 - 3?, ; z 0 - Z|) 

và ri = (A ; B ; C), ta thấy Mị Mq và 

n cùng phương vì giá cùa chúng 
cùng vuông góc với (a). Suy ra : 



Hình 3.13 


M\ Mịị\ .|rĩ| = |aÍiMq.« 

= \Mxo “ )+fi(yo - > 1 )+c(z 0 - ZỊ )| 

= |A*q + By/Q ±Czq + (-Ax;i — Byy — Czi)| . (1) 


Mặt khác vì M I thuộc (a) nên ta có : 


Axy + Byị + CZ] + D = 0 

hay D =—AXị — Byy — Czy. (2) 

Thay (2) vào (J) ta được |MjM 0 | |/7Ị = Ịa*o + By ữ + Czq + £>Ị. 
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Gọi khoảng cách tù điểm Mq dên mảt phảng (er) là d( AÍq , (úr)). 


Vậy <a))=|M,M 0 


Aíq + B yQ + Czq + Đ 


Aíq + ByQ + Cĩq + Dị 

4a 2 +b 2 +c 2 

Ví i. Tính khoảng cách từ gốc toạ dộ và từ điểm M{\ ; —2 ; 13) đến mặt 
phẳng (ơ): 2x — 2y - s + 3 = 0. 


gúi 

Áp dụng cổng thức tính khoảng cách ò trên ta có : 


d(OAa)) = 


| 2 .( 0 )~ 2 .( 0 )-( 0 ) + 3| _3 

V2 2 +(-2) 2 +(-l) 2 3 


d(M,(ơ» = 


2.l-2.(-2)-13+3|_4 
^2 2 +(“2) 2 +(-l) 2 3 


Ví 2. Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song (a) và ip) cho bởi 
các phương trình sau dây : 

(ar): X + 2y + 2z + 11 =0, 

(p ): X + 2y + 2z + 2 — 0. 


Ta biết khoảng cách giữa hai mặt phảng song song bằng khoảng cách từ một 
điểm bất kì của mặt phảng này tới mật phảng kia. 

Ta lấy điểm M (0 ; 0 ; -1) thuộc (/ỉ), kí hiệu d((a), {/?)) là khoảng cách giữa 
hai mật phẳng (à) và (/7), ta có : 


d((a), (/ 3 )) = d(M, («» = 


|(0)4-2.(0) + 2 .(-l) + n| 9 

>/l 2 + 2 2 +2 2 3 
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Tỉnh khoảng cách giữa haí mặt phẳng (ữ) và {0\ cho bởi các phương trình sau đây: 
(a ): X - 2 = 0, 


(/?) :x-8 = 0, 


BÀI TẬP 

Các bài ĩập sau đây dều xét trong không gian Oxỵz. 

1 . Viết phương trình cùa mặt phẳng : 

a) Đi qua điểm M{ 1 ; -2 ; 4) và nhận Tì = (2 ; 3 ; 5) làm vectơ pháp tuyến ; 

b) Đi qua điểm j 4(0 ; - ] ; 2) và song song vói giá của haỉ vectơ u = (3 ; 2 ; Ị) và 
V =(-3;0; 1); 

c) Đi qua ba diểm A(-3 ; 0 ; 0), fi(0; -2 ; 0) và C(0 ; 0; -1), 

2. Viết phương trình mặt phẳng trung trực của doạn thẳng AB với A(2 ; 3 ; 7), 
B( 4 ; l; 3). 

3. a) Lập phương trình cùa các mặt phẳng toạ độ (Oxỵ), (Oyz), ( Oxz ). 

b) Lập phương trình của các mặt phẳng đi qua điểm M(2 ; 6 ; —3) và lần lượt 
song song với các mặt phẳng toạ độ, 

4. Lập phương trình của mật phàng : 

a) Chứa trục Ox và điểm /^(4 ; — 1 ; 2) ; 

b) Chứa trục Oy và điểm Q( 1 ; 4 ; -3) ; 

c) Chứa trục Oz và điểm R (3 ; -4 ; 7). 

5. Cho tứ diện có các dinh là A( 5; 1; 3), B(1; 6; 2), C{5 ■ 0; 4), D{4; 0; 6). 

a) Hãy viết phương trình cùa các mặt phẳng ( ACD ) và ( BCD ). 

b) Hãy viết phương trình mặt phẳng (à) đi qua cạnh AB và song song với cạnh CD. 

6 . Hãy viết phương trình mặt phẳng (ứr) đi qua dìểm Af(2 ; -l ; 2) và song song 
với mặt phảng ifĩ): 2x - y + 3z + 4 = 0. 

7. Lập phương trình mặt phẳng (a) đi qua hai điểm A( 1 ; 0 ; 1), B(5 ; 2 ; 3) và vuồng 
góc với mặt phẳng (p) :2x — y + z — 7 = 0. 
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s. Xác định các giá trị của Ì )1 và n đế mồi cặp mật phang sau đây là một cặp mật 
phang song song với nhau : 

a) 2x + my + 3z - 5 = 0 và HK - Ky - 6r + 2 = 0 ; 

b) 3x — 5y + mz — 3 = 0 và 2x + ny — 3r + I =0. 

9. Tính khoang cách từ điểm 4(2 ; 4 ; —3) lần lượt đến các mặt phầng san : 

a) 2x — y + 2z - 9 - 0 : 

b) 12jc - 5z + 5 = 0 ; 

c) X = 0, 

10. Giái bài to ấn sau đây bằng phương pháp toạ độ : 

Cho hình lập phương ABCDA'8'C'D’ cạnh bằng 1. 

a) Chứng minh rằng hai măt phẳng (AB’D r ) và {BC'D) song song vơi nhau. 

b) Tính khoảng cách giữa hai mạt phẳng nói trên. 


§3. PHƯƠNG TRÌNH 

ĐƯỜNG THẲNG TRONG KHÔNG GIAN 



6 , Hĩnh học 12-A 
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Ta đã biết trong mặt phẳng (Oxy) phương trình tham số của đường thẳng có 


dạng 


Í x-XQ+tữì 

y-yo + 


ỈCli 


với íiị +02 ^0 (h.3.14a). 


Như vãy trong không gian Oxyz phương trình cùa đường thẳng có dạng như 
thếnào?(h.3.14b) 




a) Đường thẳng trong mật phàng 


b) Đường thẳng trong khỏng gian 


Hình 3,14 


I- PHƯƠNG TRÌNH THAM số CỦA ĐƯỜNG THANG 

ếki Trong khõng gian 0xyz cho điểm M 0 {1 ; 2 ; 3) và hai điểm Alị (1 + í ; 2 + í ; 3 + í), 
Mị (1 + 2t ; 2 + 2t ; 3 + 2f) dí động vớí tham số f. Hăy chứng tỏ ba diểm M ũt Mị, M 2 

. x' , 4 2 


luởn thăng hàng. 


11 


Định fí 

Trong không gian Oxyz cho dường thầng A đi qua điểm 
M fí (x 0 ; y 0 ; z 0 ) Víì nhận a = (aj ; a 2 ; a 3 ) làm vectơ chi 
phương. Điếu kiện cần vò đủ để điểm MịX ; y ; z) nằm trên A 
là cổ một số thực ĩ sao cho 

X = x 0 + ta-Ị 
y = y Q + ta 2 
[z = z ũ + ta 3 . 
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6 .Hinh hoc12-B 














chứng minh 

Ta có : M 0 M = (* - x ữ ; y - y 0 ; X - 2 0 ). 


Điểm M nằm trên A khi và chi khi AÍ()M cùng phương vớì d, nghĩa là 
MqM = ta với í là một số thực. Điểu này tương đương với 


x~x ữ - tít] 

*y-y Q -ta 2 hay 
z-z ữ =ta 3 


X = XQ + tơị 

<y = yQ+íữ 2 

2 — Zq + 


Định nghĩa 

I Phương trình tham số của đường thang A dì qua điểm 
III M o( x o > yo ►' z fí) và có vectơ chỉ phương d - (đj; a 2 ; tt 3 ) là 
I phương trĩnh có dạng 

Ị I 

X — .Xq + tUị 

<y = y 0 +ta 2 (1) 

z = ZQ+ta 3 

1 Trong đó t tà tham sổ. 


Chú ý. Nếu , a 2 , ư 3 đểu khác 0 thì người ta còn có thể viết phương trình 
của đường thẳng A dưới dạng chính tắc như sau : 

x-x 0 _ y-y 0 _ z-2 ữ 

a \ a 2 a ĩ 


Ví dụ 1. Viết phương trình tham số của đường thảng A di qua điểm 
M 0 ( 1 ; 2 ; 3) và có vectơ chỉ phương là ã = (1 ; -4 ; -5). 


Phương trình tham số của A là : 


giải 

JC= 1 +/ 

y-2-At 
ĩ = 3-5í. 


Ví dụ 2, Viết phương trình tham sô' của dường thẳng AB với <4(1 ; —2 ; 3) và 
B (3 ; 0 ; 0). 
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giải 

Đường thẳng AB có veclơ chỉ phương AB = (2 ; 2 ; —3). 

X = ] + 2 1 

Phương trình tham sổ cùa AB là : - y — -2 + 2/ 

z = 3-3f. 

fjc = l -Ị-í 

Ví dụ 3. Chứng minh đưòng thẳng d : 1 y = 2+2/ vuỏng góc vói mặt phẳng 

z = 4 + 3/ 

V 

(a):2x + 4y+ 6z + 9 = 0, 

giầi 


d có vectơ chỉ phương a = {J ; 2 ; 3); 
(ơ) có vectơ pháp tuyến n = (2 ; 4 ■ 6). 
Ta có n = 2tỉ, suy ra d _L(ữ). 


& 2 Cho đường thằng 


A cỏ phương trinh tham số 


'x = -l+2t 
' y-3- 
2 = 5 + 4/. 

u 


Háy tỉm toạ độ của một điểm M trên A vâ toạ độ một vectơ chỉ phương của A. 


11- ĐIỀU KIỆN ĐỂ HAI ĐƯỜNG THANG song song, cất nhau, 
CHÉO NHAU 


^^3 Cho hai dường thẳng d vầ d‘ có phương trinh tham $ố lẳn lượt là 


d: 


X = 3 + 2/ 
y — 6 + 4/ 
z = 4 + / 


và 


Ơ' 


jc = 2+r r 

y = \-t' 

2 = 5 + 2/'. 


a) Hãy chửng tỏ điểm M(1 ; 2 ; 3) là điểm chung của d vã d ’; 

b) Hãy chứng tỏ d và d' có hai vectơ chỉ phương không cùng phương. 
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Trong không gian Oxyz cho hai đường thảng d, d’ lần lượt di qua hai điểm M, 
M' và có vectơ chỉ phương lần lượt là ữ và d\ Sau dây ta xét các điểu kiện dể 
hai đưòng thẳng d và d’ song song, cắt nhau hoặc chéo nhau. 

I, Điếu kiện để hai đường thẳng song song 

d song song với d’ khi vá ( hỉ khi chúng không có điểm chung 
và hai vectơ d, a càng phương (h.3.Ầ5). 

M a* d 
-- —> -- 

■ _ d ' 

M' ? 


Hình 3.15 

Vi vậy, ta có d song song với d' khí và chỉ khi 

a=kẵ f 
M<zd 




Đạc biệt d trùng với d' khi và chỉ khi 


ịa=tâ 

Med 


Msd\ 

Ví dụ 1. Chứng minh haí đường thẳng sau đầy song song : 


x= l + f 


í.r = 2 + 2 1’ 


ỵ — 2t và d': < y = 3 + 4/' 
z— 3 —t z = 5—2t\ 

L. 

giải 

d có vcctơ chỉ phương d = (1 ; 2 ; — 1), íấy M(ì ; 0 ; 3) e d ; 
d'' có vectơ chỉ phương a = (2 ; 4 ; —2). 

Vì d - ^ a và M không thuộc d’ nên d song song với d\ 
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^^4 Chúng minh hai đường thẳng sau đây trùng nhau: 


ịx = 3-t 
d : ^y-4+/ 
z=5-2t 


và 


à' 


x = 2~3t r 
y = 5+3t’ 
z = 3-6t’ 


2. Điểu kiện để hai đường thẳng cắt nhau 

Gọi phương trình tham số cùa hai dường thảng d và d’ lẩn lượt ỉà : 


d : 


X — -Í0 + ta 


y = y 0 +ra 2 

[z = z 0 +ta 3 


■r_ t , J 1 

X = xịị+t a \ 
và d ': J y - yo + í'í *2 

[ỉ = ĩb +t ' a y 


Hai đườììg thẳng d và d' cắt nhau khi vờ chỉ khi hệ phương 
trình ẩn t, t' sau 

A'0 + ta ị = -ÍQ + t‘a\ 

" Vo + ia 2 - yó+ t>a 2 (0 
z 0 + ta 3 - Zq + tW 3 

cố đúng một nghiệm. 

E&Chú ý. Giả sử hê (D có nghiệm (íq; /ý), để tìm giao đỉểm Mq của d và d' ta 
có thể thay ÍQ vào phương trinh tham số của d hoặc thay ÍQ vào phương trình 
tham số của í/'. 

Ví dụ 2. Tìm giao điém của hai dường thẳng sau : 


x = l + / 
y = 2 + 3f và d l : < 
2 = 3—t 


qiũi 


Xét hộ phương trình 


l + f = 2-2í r 

2+3f = -2 + r' 
3“ / = l + 3f' 


jf = 2“2r' 
y = -2+r' 
2 = 1 +3f'. 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 
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Từ (1.) và (2) suy ra / = -1 và t‘ - 1, Thay vào phương trình (3) la thấy nó thoả 
mãn. Vậy hệ phương trình trên có nghiêm là / = -1, f' - l. 

Suy ra d cát d' tại điểm A/(0; — 1 ; 4). 


3, Điều kiện để hai đường thẳng chéo nhau 

Ta biết rằng hai đường thẳng chéo nhau nếu chúng không cùng phương và 
không cắl nhau. Do vây 

I Hai đường thảng d và d‘ chéo nhau khi vờ chỉ khi d và ã' 
khống cùng phương và hệ phương trình 

-f ta] — ¥0 +1 ưỊ 

* y 0 + fCJ 2 = y’o + t a 2 

2q + ta 3 =Zq + t’a 3 

vô nghiệm ị với d và d’ có phương trình như ở mục ỊI.2). 

Ví dạ 3. Xét vị trí tương đối giữa hai đường thẳng 

* = l + 3/' 
y = “2 + 2/’ 
z = -1 + 2/'. 


x=l + 2/ 
y = -l + 3/ 
2 = 5 + / 


vá 


d' 


Qiầi 



Hình 3.16 

Ta CÓ : d = (2; 3 ; 1) và «' = (3 ; 2 ; 2). 

Vì a ^ kữ’ suy ra d và d' hoặc cắt nhau hoặc chéo nhau (h.3,16). 

1 + 2/= 1 + 3/’ 

-1+3/= -2+2/' 

5 + / = -1 + 2/. 


Xét hộ phương trình : 
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3 2 

Tỉr hai phương trình đầu ta được r = —và t' = — J , thay vào phương trình 
cuối không thoả màn. 

Ta suy ra hệ trôn vò nghiêm. Vậy hai đường thẳng d và í/'chco nhau. 

Ví dụ 4, Chứng minh hai dường thẳng sau đây vuông góc 

x = 5-t í* = 9 + 2 /' 

d: < y = -3 + 2t và d ': < y = 13 + 3i r 
2 = 4/ z = 1 - /'. 


f/ và d’ lẩn lượt có vectơ chỉ phương là d = (—1 ; 2 ; 4) và d' = (2 ; 3 ; — 1). 
Ta có ư . d' - - 2 + 6 - 4 = 0. 

Suy ra d ±d'. 


Nhận xét, Trong không gian Oxyz cho mặt phẳng (a) : Ax + By + Cz + D = 0 

X — JCq + tay 

y = y 0 + ta 2 
z = Zq + /ư 3 . 

Xét phương trình /Kx y + /ÍÍJ) + ổ{y 0 + /ư 2 ) + C(z 0 + ta 3 ) + o = 0 (/ là ẩn). (1) 


và đường thẳng d : 


— Nêu phương trình (1) vô nghiệm thì d và (ũí) không có diểm chung, vậy 
dỊf{a) (h.3.17a). 



Hình 3.1? 
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— Nếu phương trình (1) có đúng một nghiệm / = ÍQ thì d cất (a) tại điểm 

+ í O ư l IXo +t 0 a 2 > z ũ + í O ư 3^ (h.3J7b), 

— Nếu phương trình (1) có vô số nghiệm thì d thuộc (ạ) (h.3.17c). 

Xét số giao điểm của mặt phẳng (a): X + y + z - 3 = 0 với đường thẳng đ trong các 
trường hợp sau: 


y = \-At 
2 — t + 3/. 



x — 2 + t 


x = 1 + 2/ 

r 

a )d: < 

y=2-t ; 

b )dn 

Vỉ 

LI 

1 

■*-+ 

c) d : < 


z — 1 

K. 


z = 1 — f 



BÀI TẬP 

1. Viết phương trình tham số cùa đường thảng d trong mỗi trường hợp sau : 

a) d dj qua điểm Af{5 ; 4 ; 1) và có vectơ chỉ phương ã — <2 ; —3 ; 1); 

b) d đi qua điểm A( 2 ; -1 ; 3} và vuông góc với mặt phẳng (a) có phương trình 
x + y -z + 5 =0; 

'jc = 1 + 2/ 

c) d đi qua điểm B(2 ; 0 ; -3) và song song với đường thẳng A : 


y =— 3 + 3/ ; 
z = 4/ 


d) d đi qua hai điểm P(1 ; 2 ; 3) và Q(5 ; 4 ; 4). 


2. Viết phương trình tham sổ của đường thẳng là hình chiếu vuông góc của đường 
X = 2 + f 

thẳng d: * y = -3 + 2t 
z = 1 + 3/ 

lán lượt trên các mậỉ phẳng sau : 

a) ( Oxy ); 

b) (Oyz). 
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3. Xét vị trí tương đối của các cặp dường thảng d và d' cho bòi các phương 


trình sau : 



X = ”3 + 2/ 

X = 5 + / 

a) d : 1 

y - -2 + 3/ và d': < 

y = -ì—4t ĩ 


z = 6 + 4f 

z - 20 + 1 


X — ỉ +í 

x=\ + 2t' 

b) d : 1 

y-2 + t và ứ':< 

y = —1 + 2í' 


lz = 3-r 1 

z = 2-2f\ 

Tim a để hai dường thẳng sau dãy cắt nhau 


X = ỉ +at 

x = \ —t' 

d: < 

^3 

II 

y = 2 + 2r r 


z = -1 + 2í 

1 

II 


5- Tim số giao diêm của đường thẳng d vớí mảt phảng ( a ) trong các trường 
hợp sau : 


a) d : 


b) d : 


c) í/: 


Jt = 12 + 4f 
y = 9 + 3t 
z = l +í 

Jt = l+f 

y=2-t 

z -1 + 2r 

Jt = l + f 

y = l + 2t 
z = 2- 3t 


và (a): 3x + 5y - z - 2 = 0; 


và (ũ:) :x + 3ỵ + z+ỉ = 0 ; 


và (ữ) ;jt + y + z — 4 = 0. 


6. Tính khoảng cách giữa đường thẳng A : 
(a):2x-2ỵ + z + 3 = 0. 


[x = -3 + 2t 

y = —ỉ+ 3t và mãỉ phảng 
z = -l + 2t 
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X = 2 + / 


7. Cho điểm A( 1 ; 0 ; 0) và dường thẳng A : < y - 1 + 2f 

z = í. 


a) Tìm toạ độ điểm tì là hình chiếu vuông góc của điểm A trên đường thảng A. 

b) Tim toạ độ điểm A' đối xứng với A qua dường thẳng A. 

8. Cho diểm M( l ; 4 ; 2) và mặi phảng (à):x + y + z- ] - 0. 

a) Tìm toạ đô diểm tì là hình chiếu vuông góc của diểm M trôn mật phẳng (ữ). 

b) Tìm toạ độ điểm M' đối xứng với M qua mặt phẳng (a). 

c) Tính khoảng cách từ điểm M đến mặt phẳng (ct). 

9. Cho hai dường thảng 




x = ỉ-t 

d : < y — 2 + 2f và 
z — 3f 


(T: y = 3-2í 
I z — 1 * 


Chứng minh d và d‘ chéo nhau. 

10. Giải bài toán sau dây bằng phương pháp toạ độ : 

Cho hình lập phương ABCDA’B’CD t có cạnh bằng 1. Tính khoảng cách từ 
đỉnh A dến các mặt phẳng (A’ẼD) và (B’D'C). 


ÔN TẬP CHƯƠNG in 


Các bài toán sau đây dểu cho trong hẽ toạ độ Oxyz. 

1. Cho bốn điểm A(ì ị 0; 0), 5(0; 1; 0), C(0 ; 0; 1), D{- 2; 1 ; ~1). 

a) Chứng mình A, B, c, D là bốn đỉnh cùa một tứ diên. 

b) Tìm góc giữa hai dường thẳng AB và CD- 

c) Tính đỏ dài đường cao của hình chóp A.BCD. 

2. Cho mặt cầu (S) có đường lánh là AB biết rằng /1(6; 2 ; -5), B(-4 ; 0; 7). 
a) Tìm toạ độ tâm / và tính bán kính r của mãt cẩu (5). 
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b) Lập phương trình cùa mặt cầu (5). > 

c) Lập phương trình của mặt phẳng {á) tiếp xúc với mặt cầu (5) tại điểm A. 

3. Cho bốn điểm A{- 2 ; 6 ; 3), 5(1 ; 0; 6), C(0; 2; -]}, Ỡ(1 ; 4 ; 0). 

a) Viết phương trình mật phẳng (BCD). Suy ra ABCD là một tứ diện. 

b) Tính chiểu cao AH cùa tứ diện ABCD . 

c) Viết phương trình mặt phẳng ( a ) chứa AB và song song với CD. 

4. Làp phương trình tham số của dường thẳng : 
a> Đi qua hai điểm A{ 1; 0; -3), 5(3 ; -1; 0). 

b) Đi qua diểm M(2 ; 3 ; -5) và song song vóti dường thẳng A có phương trình 

x = ~2 + 2i 

< ỵ = 3-4ỉ 
z = -5í. 

5. Cho mặt cầu (S) có phương trình : (jc - 3) 2 + (y + 2) 2 + (z - I) 2 — 100 và mặt 

phẳng (a) có phương trình 2* - 2y - 2 + 9 = 0. Mặt phẳng (a) cắt mặt cẩu (5) 

theo một đường tròn (C). 

Hãy xác định toạ dô tâm và tính bán kính của dường tròn (C). 

6. Chơ mặt phẳng (a) cố phương trình 3.V + 5y - z - 2 = 0 và đường thẳng d cổ 
phương trình 

X = 12 + 4/ 

Ầ y = 9 +3t 
z = ì + t. 

k. 

a) Tìm giao diổm M cùa đường thẳng d và mặt phảng (ứr). 

b) Viết phương trình mặt phẳng ifi) chứa điểm M và vuông góc với đường 
thẳng d . 

7. Cho đường thẳng d có phương trinh 

X — ỉ + 3/ 

< ỵ = — 1 + 2 / 

2 = 3-5/. 
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Cho điểm j 4(-1 ; 2 ; -3) và vectơ ã = (6; -2; -3), 

a) Viếĩ phương trình mặt phẳng (a) chứa điểm A và vuông góc với giá cùa ã . 

b) Tìm giao điểm cùa d và (ữ). 

c) Viết phương trình đường thẳng A đi qua díểm A, vuông góc với giá của « 
và cất đường thẳng d 


8. Viết phương trình mặt phẳng (a) tiếp xúc với mặt cầu 

(S): x 2 +y 2 +z 2 -I0x + 2y + 2ốx+ 110 = 0 


và song song với hai đường thảng 

X - —5 + 2 1 
d : -ỉ = 1 — 3/ 
z — -13 + 2f 


X = —7 + 3/ 


ả* 


<y = -ì-2t 

z = 8. 


9. Tim toạ độ diêm H là hình chiếu vuông góc cua điểm M( 1 ; -1 ; 2) trên mặt 
phẳng (ơ): 2x-y + 2z + ìỉ-Q. 


10. Cho điểm M(2 ; 1 ; 0) và mặt phảng (à) : x + 3y — z — 27 = 0, Um toạ độ điểm 
M' dối xứng vứỉ M qua (a). 

11. Viết phương trình đường thẳng A vuông góc với mặt phảng toạ đô Oxz và cắt 
hai đường thẳng 

X — t JC = 1—2f' 

y = -4 +1 ; d ': < y — -3 + 1' 

2-3 -t z = 4-5f'. 


12. Tim toạ độ điếm A' đối xứng vói điểm j4(1 ; -2 ; -5) qua dường thẳng A có 
phương trình 

X = 1 + 2í 
< y = — 1 —t 
1 = 2f. 
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CÂU HỎI TRẮC NGHIỆM CHƯƠNG HI 


Trong không gian Oxyz chớ ba vectơ 


a «(-l;l;0),ỉ-<l;l;0) vàữ=(l;l;l). 


Sừ dạng giá thiếí này để trà lời các câu hỏi 1,2 và 3 sau đày. 


1. Trong các mệnh để sau, mênh đề nào sai ? 


(A) \d\-yỊĨ\ 

(C)a±b ; 


(B) \c\ = Sl 
(D) bl c. 


2, Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A) aĩ = 1 ; 


(B) ã, b cùng phương ; 

(C) cos(S, c) = -^r ; 

V6 

(D) ơ + ò+c = 0. 

3. Cho hình bình hành OADB có OA — a, OB — b (O là gốc toạ độ). Toạ độ của 
tâm hình bình hành OADB là r 

<A)<0;1;0); (B)(1;0;0); 

(Q(1;0;I); (D)(1; 1; 0). 

Trong khỏĩìg gian Oxyz cho bổn điểm Aịì ; ớ ; ớj, B (0 ; ỉ ; 0), C(0 ;0 ; ỉ) và 
DU ;] ; ỉ). 

Sử dụng già thiết này đê trd lời các câu hỏi 4,5 và 6 sau đáy. 

4. Trong các mênh dề sau, mênh đổ nào sai ? 

(A) Bốn điểm A,B,C,D tạo thành một tớ diện ; 

(B) Tam giác ABD là lam giác đều ; 

{C)AB 1 CD ; 

(D) Tam giác BCD là tam giác vuông. 
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5. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của AB và CD. Toạ dộ điểm G là tning diểm 
của MN là: 


(A)G 
(C )G 


( 2 . 1 . 2 ). 
13 3 3/ 


(B)G 

(D)G 


íi.ỉ.iì. 

u ; 4 ; 4j ; 

(1.1 li. 

{2 2 ' 2 )' 


6. Mặt cáu ngoại tiếp tứ diện ABCD có bán kính là : 

(A) ~ ; (B) yỈ2 ; 

mề 

(C) -ã ; (D) 

4 

7. Cho mặt phẳng (ò) di qua điểm M(0 ; 0 ; -l) và song song với giá cửa hai vectơ 
3 = (1; -2; 3) và ỉ «<3 ; 0; 5). 

Phương trình của mặt phẳng (à) là : 

(A) 5x - 2y — 3z - 21 = 0 ; (B) - 5x + 2y + 3z + 3 = 0 ; 

(Q I0x-4y-6z + 21 =0 ; (D) 5x-2y - 3z + 21 = 0. 

8. Cho ba điểm A(0 ; 2 ; 1), B( 3 ; 0 ; 1), C(1 : 0 ; 0). Phương trình mặt phẳng 
(ABC) là : 

(A) 2* — 3y-4z + 2 = 0; (B) 2x + 3y — 4z — 2 = 0; 

(C) 4jc + 6;y - %z + 2 = 0 ; (D) 2x-ĩy -4z + 1=0. 

9. Gọi ( a } là mạt phảng cắt ba trục toạ độ tại ba điểm M (8 ; 0 ; 0), N(0 ; -2 ; 0), 
P(0 ; 0 ; 4), Phương trình của (cr) là: 

8 -2 4 4 -1 2 

(Q X - 4y + 2z = 0 ; (D) X - 4y + 2z - 8 = 0. 

10. Cho ba mặt phảng (ũf) X + y + 2z + 1 = 0; 

(Jì)x + y-z + 2 = u ; 

(ỵ) X - y + 5 = 0. 
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Trong các mệnh để sau, mệnh đề nào sai ? 

<A)(«)J.<0); <B)00±<£) ; 

(C) (a)ỉỉ(ỵ) ; (D) 

11. Cho đường thẳng á đi qua điểm A/(2 ; 0 ; -1) và có vectơ chỉ phương 
ữ = (4; -6; 2). Phương trình tham số của dường thẳng â là: 


(A) 


|x = -2 + 4/ 


x = -2 + 2í 

< y = -6t ; 

<B)< 

y = — 3í 

z = 1 + 2* 

ip 


z = 1 + í 

lu 

[x = 2 + 2í 


X = 4 + 2* 

cn 

1 

lí 

(D) . 

Ví 

1! 

1 

u> 

z = — 1 + * 


z*=2 + *. 


(C) 


12. Cho d là dường thảng đi qua điểm /4(1 ; 2 ; 3) và vuông góc vói mặt phẳng 
(a) : 4x + 3y — 7z + 1 = 0. 


Phương trình tham số của d là : 

x = -l+4r 
(A) ■ y = -2 + 3t ; 
z = -3 - Ít 


(B) 


X = 1 + 4ĩ 
y = 2 + 3t ; 
z=3-7f 


(C) 


X = 1 +3t 
y~2-4t ; 
z = 3-7* 


13. Cho hai dường thảng 
ịx = ĩ + 2t 
y-2 + 3t 
z - 3 + 4t 


và 


x = -l + 8* 
(D) ịỵ =-2 +6t 
z = -3-14 1. 


X = 3 + 4f 
y = 5 + 6/ 


z = 7 + 8*. 

Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 

(A) dị ld 2 ; (B) d x // d 2 ; 

(C) dị - d 2 ; (D) ắỊ và d 2 chéo nhau. 
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14. Cho mạt phảng <ơ) : 2x + y + 3z + 
[* = -3 + f 
tham số : < y = 2—2t 
2 = 1. 


1 = 0 và đường thẳng d có phương trình 


Trong các mệnh đẻ sau, mênh đề nào đúng ? 

(A) tỉ 1 (ữ) ĩ (B) d cắt { a ); 

(C)d/Ị(a)i (D)dc(a). 


15,Cho (5) là mạt câu tâm /(2 ; 1 ; -1) và tiếp xúc với mặt phẳng (a) có phương 
trình :2x — 2y - 2 + 3 = 0, 

Bán kính của (5) là : 

(A)2; (B)|; (Q \ ; (D) §• 

3 3 V 



Chùm mặt phảng 



7 .Hĩnh học12-A 
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Trong không gian cho hai mặt phẳng (a) và {/?} cắt nhau theo giao tuyến A* 
1 Ạp hợp các mặt phăng ( ỷ) chứa dường thẳng A nói trẽn được gọi là chùm 
mặt phẳng xác định bờì (à) và (P) và kí hiệu là ((«), (/?)). 

Nếu (à) và (JỠ ) lần lượt có phương trình (a) :A Ì X + + CịZ + Dỵ = 0 

ựo: A?x + B-2y + CịZ + D 2 -0 

thì người ta chứng minh được phương trình của chùm mặt phảng ((a), {/?)) 
có dạng : 

nì (A + B x y + + D j) + //{,42* + B^y + C 2 Z + D 2 ) = 0 (1) 

vói m 2 + n 2 54 0. 

Phương trình (í) có thể được viết tắt là : m(á) + nựỉ) = 0. 

Ta thấy phương trình của chùm măt phẳng rất đơn giản nhưng nó lại giúp 
chúng ta giải dược rất nhiều bài toán vể phương trình mặt phảng một cách độc 
đáo và cực ki ngắn gọn, 

Ví dụ. Trong không gian Oxyz cho hai mặt phẳng ( a ) và (ậ) lần lượt có 
phương trình (ạ): X + y + 5z — 1 =í 0 

và (Jỉ ): 2v + 3y - z + 2 = 0. 

a) Chứng minh rằng <ữ) cắt {Ịĩ) theo giao tuyến A. 

b) Viết phương trình mặt phảng (ỵ) chứa giao luyến A và diểm M(3 ; 2 ; 1). 

giải 

a) Mạt phẳng (ữ) và (/?) lẩn lượt có các vectơ pháp tuyến : 

n a =(1;1;5), «^=(2;3;-l). 

Vì 54 ^ nén (a) cắt (P) theo giao tuyến A. 

Ẩi J 

b) Phương trình mặt phàng (ỵ) của chùm ((á), {/?)) cổ dạng : 

m(x + y + 5z~ ỉ) + n(2x + 3ỵ-z + 2) = 0 (1) 

Điểm Aí(3 ; 2 ; 1) thuộc mặt phầng ( Ỳ) nên khi thay toạ đô của M vào (1) ta sẽ 
tính được các giá trị cụ thể của cặp số (m ; ri) để xác định phương trình của (ỵ). 
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7 ,Hinh hoe 12-8 







Ta có : m {3 + 2 + 5 - I) + «(6 + 6 -1 + 2) - 0 <^> 9m + 13« - 0. 

Chọn m = -13 ta được n - 9. 

Thay ỉìì - “ ] 3 và n = 9 vào (I) ta được phương trình của mặt phảng (y) cần 
tìm : 5 jc + 14y-74z + 3l =0. 

ÔN TẬP CUỐI NẢM 

1. Cho lăng trụ lục giác đều ABCDEFA'B’C’D'E’F\ o và ớ' là tâm dường trôn 
ngoại tiếp hai đáy, mạt phẳng {P) đi qua trung điểm của 00' và cắt các cạnh 
bên cùa lãng trụ. Chứng mình rằng {P) chia lãng trụ đã cho thành hai da diện 
có thê tích bàng nhau. 

2. Cho khối lập phương ABCDA'B'C'D ‘cạnh bầng a. Gọt E và F lẩn lượt là trung 
điểm của B’C' và C’D\ Mặt phảng (AEF) chia khôi lạp phương đó thành hai 
khới da diện (H) và (H’) trong đó (H) là khối đa diện chứa đỉnh A\ Tính thể 
tích của (//). 

3. Cho mặt cầu (5) tâm o bán kính r. Hình nốn có đường tròn đáy (C) và đính ỉ 
đều thuộc (5) được gọi là hình nón nộí tiếp mặt cãu (5). Gọi h là chiểu cao của 
hình nón đó. 

a) Tính thê tích của hình nón theo r và h. 

b) Xác định h dể thể tích của hình nón là lớn nhất. 

4. Trong khồng gian Oxyz, cho hai điểm /4(1 ; 2 ; -I), BỢ ; -2 ; 3) và dường 
thẳng í/ có phương trình : 

jr = ” 1 + 3r 
<y-2-2t 
z — 2 + 2/. 

L 

a) Chứng minh rằng hai dường thẳng d và AB cùng nằm trong một mặt phẳng. 

b) Tim diểm / trên ứ sao cho AI + BI nhò nhất. 

5. Cho tứ diện ABCĐ có cạnh AD vuông góc với mật phảng {ABC). Biết rằng 
AC = AD = 4 em, AB = 3 em, BC - 5 em. 

a) Tính thể tích tứ diện ABCD. 

b) Tính khoảng cách từ điểm A tới mặt phang ( BCD ). 
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6. Trong không gian Oxyz cho mặt cẩu (S) có phương trình X 2 + y 2 + z 2 = 4a 2 . 

a) Tính diện Tích mặt cẩu (5) và thể tích của khối cầu tương ứng, 

b) Mật cẩu (S) cắt mặt phẳng ( Oxy ) theo dường tròn (C), Xác định tâm và bán 
kính của (C), 

c) Tính diện tích xung quanh của hình trụ nhận (C) làm đáy và có chiều cao là 
t/V3. Tính thể tích của khối trụ tương ứng. 


7. Trong khồng gian ỡxỵz cho hai đường thảng d ] và d 2 có phương trình 


Jt = l-r 


\x — 2í' 


4 


'Ay-t 


z--t 

K 


và 



<y = -l +í' 

z-t', 

\ 


a) Chứng minh rằng hai đường thẳng di vằd 2 chéo nhau, 

b) Viết phương trình mật phẳng (ữ) chứa dị và song song với d 2 . 


8. Trong khởng gian Oxyz cho các điểm ;4(1 ; 0 ; —1), B(3 ; 4 ; -2), C(4 ; -I ; 1), 
D(3 ; 0; 3). 

a) Chúng minh rằng A, B, c, D không dông phẳng. 

b) Viết phương trình mâl phẳng (ABC) và tính khoảng cách từữ dến (ABC). 

c) Viết phương trình mạt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD. 

d) Tính thể tích tứ diộn ABCD. 


9. Trong không gian Oxỳz cho bốn điểm A(2 ; 4 ; -1), fi(l ; 4 ; -1), C(2 ; 4 ; 3), 
D(2 ; 2; -I). 

a) Chứng minh rằng các đường thảng Aổ, ACy AD vuông góc với nhau từng đỏi 
một. Tính thể tích khối tứ dién ABCD. 

b) Viết phương trình mặt cầu (S) đi qua bốn điểm A, B, c, D. 

c) Viết phương trình mặt phảng (ữ) tiếp xúc với mặt cấu (S) và song song vói 
mặt phẳng (ABD). 


10, Trong khỏng gian Qxyz cho đường thảng â : 


X — 1 -2r 
* y = 2 + í 


z —3—t 


và mặt phẳng (a):2x + y + z = 0. 
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a) Tìm toạ độ giao điểm A của d và (a). 

b) Viết phương trình mặt phảng (p) qua A và vuồng góc với d. 


11, Trong không gian Oxyz cho các điểm j 4(—1 ; 2 ; 0), B(-3 ; 0 ; 2), C(ỉ ; 2 ; 3), 
D{ 0;3;-2Ỉ. 

a) Viết phương trình mặt phẳng (ABC) và phương trình tham số của dường 
thẳng AD. 

b) Viết phương trình mật phảng (à) chứa Aữ và song song với BC. 

12. Trong không gian Oxyz cho bốn điểm A(3 ; -2; -2), 5(3 ; 2; 0), C(0; 2; 1) và 
D(- 1; 1; 2) 

a) Viết phương trình mãt phẳng ( BCD ), Suy ra ABCD là một tú diện. 

b) Viết phương trình mặt cầu (S) tâm A và tiếp xúc với mặt phẳng (BCD). 

c) lìm toạ dộ tiếp diểm của (S) và mặt phẳng ( BCD ). 


13. Trong không gian Oxỵz t cho hai đường thảng 
X- -1+3/ 

ỵ = 1 + 2/ và ÍỈ 2 ' 

2 = 3-2/ 


x = t 
1 y-i + ỉ 

2 =-3 + 2/. 


a) Chứng minh dỵ và d 2 cùng thuộc mốt mặt phảng- 

b) Viết phương trình mật phẳng đó. 


14. Trong không gian cho ba điểm A, 5, c. 

a) Xác định điểm G sao cho GA + 2G5 - 2GC = 0 . 

b) Tìm tập hợp các điểm M sao cho MA 2 + 2MB 2 - 2MC 2 = k 1 , với k là hằng số. 


15. Cho hai đường thẳng chéo nhau 


d : 


X = 2 — / 
y = “] + t 
2 = 1 -/ 


và d': 


X —2 + 2t 

y = t 
2 = 1 + /. 


a) Viết phương trình các mặt phàng (a) và (p) song song với nhau và lần lượt 
chứa d và d\ 
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b) Lấy hai dicm M(2 ; -1 ; í) và Aí'(2 ; 0 ; 1) lần lượt trên d và d\ Tính khoảng 
cách lừ M dến mặt phẳng (/7) và khoảng cách từ AÍ' đến mặt phẳng (à), 
So sánh hai khoáng cách dó, 

16. Trong không gian Oxyz cho mạt phẳng (ũf) có phương trình 4x + y + 2z + 1 = 0 
và mặt phẳng ựĩ) có phương trình 2*-2y + z + 3 = 0. 

a) Chứng minh rầng ( a ) cắt {p). 

b) Viết phương trình tham số của dường thẳng d là giao của (a) và {fỉ), 

c) Tìm diêm ỉ Ví' là ánh của Af(4 ; 2 ; 1) qua phép dối xúng qua mặt phẳng (a). 

d) Tim diém N' ỉà ánh của N(0 ; 2 ; 4) qua phép đối xứng qua dường thẳng d. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI BÀI TẬP VÀ ĐÁP số 


Chương /. KHỚI ĐA DIỆN 


ỒN TẬP CHƯƠNG I 


§ 1. Khái niệm vế khối do diện 

1 và 2. Sử dụng rinh chất: Mồi cạnh của mộl 
đa diện là cạnh chung của dũng hai mặt. 

3. Chia hình lập phương ABCD.A’B'CD' 
thành nãm tú diện : AB'CD\ A‘AB’D\ 
BACB\ CBCƠ, DACƠ. 

4. Chia hình lạp phương thành hai lãng trụ 
bằng nhau Tồi chia mủi lảng trụ thành ba 
tứ diện bằng nhau. 


5. OH = 


ahc 




6. a) Ti sđ thể tích cần tìm Là ^ ; 

8 


b) V. 


S.DBC 


96 


s./ưc 


=frã,a 3 


§2. Khối da diện loi và khối da diện đều 

2, Ti số đó bảng lS. 

3, Gọi {H) ià hình tứ diên đéu cạnh a. Khi 
đó tâm của các mặt của (//) tạo thành 
mới tứ diện (//') có sáu cạnh đểu bảng 
a 

3 

4, Dê ý rẳng B, c, D, E cách dều A và F 
nCn chúng dồng phảng 


$3. Khói niệm vể thể tích khối đa diện 

1 a y — . 

1. ư ’ 

12 


2 . iA. 

3 

3. Ti số cùa thể tích là 3. 

4. Tính diện tích tam giác theo hai cạnh và 
góc xen giữa. 

5. vc___ = —■ 

* V D.CEF 3 6 

6. Gọi h là dợ dài dường vuông góc chung 
của d và d\ a là góc giữa hai đường 
thẳng d và d\ 

Khi dó =^hah.sui.a . 


8 . v = 


íí/jc 5 (íi 2 + h 2 + 2r 2 ) 


9. K = 


10 . v = 


6 (a 2 +c 2 )Ợĩ 2 + r 2 )t(i 2 +h 2 + í 2 ) 

cNệ 

18 

V 


18^3 

II. Ti SỐ thè tích của chúng bằng 1. 
12 '*> : 


b) Tỉ số thế Tích phải tìm là 

F 89 


Chương II. MẬT NÓN, MẶT TRỤ, MẶT CẨU 

§1. Khỏi rtlệm vé một tròn xoay 

2. a) Hình trụ ; 

b) Hình nón; 

c) Khởi nón ; 

d) Khối trụ. 

3. a) s *2Sl4,5cm 2 ; 

b) V = 13 089,969 cm 3 ; 

c) 500 cm 2 . 

4* Mặt nón nhặn AB làm Lrục t góc ở đinh 
bằng 60°, 
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5. a) 5 * 219,91 cm 2 ; V * 349,77 CIĨJ 3 ; 

Ằỉ f 

b) 56 cm 2 . 

6. s = 2/rư 2 ; V = 

*¥ 3 

7. a) & = iSnr 2 ; 5 = 2(S + 1)*T 2 ; 


*<ỉ 


tp 


b) v = 4ĩjrr 3 ; 

,rJĨ 

c) 2 

8. a) sỉỉ 1 


b >i 

9. ., s „.%ì 

jf V 2 




'lĩĩĩa 3 


12 


/TCI 




h) 5. 


a 2 JĨ 


ủ SBC 


1O ’W'D = 2 ;C0Sa = ề' 


§ 2 . Mật cổu 

í. Tập hợp các diúm M luôn nhìn AB cổ 
định (lưới một góc vuỏng là mật cẩu 
đường kính Atì 

, »42 

2. r = —'— 

2 

3. Tập hợp làm các mát cẩu luôn chứa một 
dường tròn cố dịnh cho Iruức là một 
đường thảng A vuông góc vởi mặt phảng 
chứa dường tròn đố tại tâm cùa đường 
tròn, 

4. Tập hợp tam những mật cầu cùng liếp 
xúc với ba cạnh của một tam giác cho 
trước là trục của đường tròn nội liếp tam 
giác dã cho. 

5. bít/ 2 -!- 2 . 


7, a) ^x/ơ 2 +6 2 +c 2 ; 

b) +T 2 
2 

10. S = jr(ữ 2 +& 2 +c- 2 ) ; 

V = ị n{a 2 + b 2 + í 2 ).Vữ 2 +/> 2 +i 2 . 


ÕNTẶP CHƯƠNG II 


1. 


2 , 


s. 


Câu a) và d) dúng. 


5 =ĩra 2 42 



a) AH = 


ajó 


.. _ 2na 2 4ĩ xa* & 

b)í -» = -3 » ■ 


6 . 



v = 


9?r</ 3 

16 


7. 



Cft«toJg III. PHƯƠNG PHÁP TOẠ ĐỘ 
TRONG KHÔNG GIAN 

§ 1. Hệ toạ độ trong không gian 

*• »> 5 =("‘}>'»!); 
b) e »<0;-27;3). 

2 - c =(f ;0: !) 

3. Ẩ'(3; 5 ; -6), B' = (4;ó;-5), 
c = (2 ; 0 ; 2 ), D' = { 3 ; 4 ;- 6 >. 

4. a) a.b= 6 ; 

b) c .3 = - 21 . 
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5. a) Mẫl cầu tam o - (4 ; ] ; 0), có bán 
kính r - 4 ; 

b) Mặt cẩu tàm / = 1 I ; -% ; “ 1, có 
l 3 2) 

bán kính r = 3-ị" 

6 

6. a) Mật cẩu có phương trình là : 

(jr-3) 2 + (y+ 1) 2 + {z-5> 3 = 9; 
b) Mật cáu có phương trình là : 

ự - 3) 2 + ịy + 3) 2 + (z - I) 3 = 5. 


§2. Phương trình mặt phảng 

1. a) 2 a + 3y + 5z - 16 = 0 ; 

b) X - 3y + 3z - 9 = 0; 

c) 2c + 3y + 6s + 6 = Q. 

2. jc-y-2z + 9 = 0. 

3. a)z = 0;jf = 0;y = 0: 

b) ỉ = -3 ; X = 2 ; y = 6. 

4. a) 2y + ĩ = 0 ; b) 3 jt + 2 = 0 ; 

c) 4* + 3y = 0. 

5. a) (4CD) m . 2x + y + z - 14 = 0; 

(BCD ): 6x + Sy + 32 - 42 = 0 ; 
b) (ơ): 10x + 9y + 5z-74 = 0, 

6. (ff): 2* - y + 3z - 11 = 0. 

7. (a): í - 2z + l = 0. 

8. a) n = -4 , m = 4 ; 

3 2 

44 

9. a) 5 ; b) — ; c) 2. 


§3. Phương trĩnh dường thảng trong 
không gian 

JT = 5 + 2t 


ỉ. a )d : 


c) tí : 


2. a) d ': 


y - 4 - 3f ; b) d : 

2 = 1 + 1’ 


JT = 2 + 2/ 

y = 3t ; 
2 = -3 + 4r 

X = 2 + 1 
y = ~3 + 2l 
2 = 0 


d) tí: i 


b) d " 


jr = 2 + r 
y = "l + r; 
2 - 3 —ị 

X - ì + 4t 
y = 2 + 2t 
z = 3 + í. 


X = 0 

y = -3 + 2í 
2 = 1 + 3í. 


3. a) d cát tí '; b)tíỊỊtí\ 

4. 0 = 0. 

5. a) 1 điểm chung ; 

b) 0 điểm chung; 

c) vô số điểm chung. 



b) A'(2 ; 0 ; -1); 


8. a) H{- 1; 2; 0); b> AÍ'(-3 ; 0; -2); 

c) MH = 2-Jĩ. 

I _ _ 2 

10. tí(A, (A‘BDí) - -j= ; d(Ạ, (B'D'C)) = —=■ 


ÔNĨẬP CHƯƠNG III 


10. a) Chọn hí trục Oxyz sao cho A =» (0; 0; 0), 
B = (i i 0; 0), D = (0; 1 ; 0), 4' = {0; 0; 1). 
Sau đú viết phương trình cùa hai mạt 
phảng {ABV) và (BC'D), từ dó suy ra 
chúng song song vói nhau. 



1. a) Viết phương trình mãt phẩng (BCD), 
chứng minh <4 Ể (BCD ); 

b) Góc giữa hai đudng thẳng 45 và CD là 
45°; 

c) AH = l (// là chân dường vuỏng góc hạ 
từ A xuống (BCD)>. 
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2. ■)/(!;] ; l}; r = 762; 

b) (5); (x - 1 ) 2 + (y “ 1 ) 2 + (z “ l} 2 = 62; 

c) (a ) : 5jr + y “ 6z - 62 = 0. 

3. a) iBCD ): &x - 3 v - 2z + 4 = 0; 


b)AH = 


36 


777 ; 
c) (£ĩ) :jc - ĩ + 5 = 0. 


4. a) 


x=l + 21 
y = -t 
z = -3 + 3/ 


b) 


X = 2 + 2t 
y = ĩ-4t 


ỉ =-5-5/. 

5. J(-] ; 2; 3); r = 7 -d 1 = 8, 

6. a) M(0; 0; -2); 

b) Ax + 3> + z + 2 = 0. 

7. a) 6* - 2y - 3z + i = 0; 

b) M {\; -] ; 3} ; 

X = 1 + 2t 

c) ' y = — 1 — 3ỉ 

z = 3+6/. 

L 

8. 4.V + 6y + 5z + 5ì ± sT?? = 0. 

9. H (-3 ; 1 ; -2). 

10. Af'(6 ; 13 ; -4). 


3 

Jf = — 

7 

25 , 

* 7 + ' 


11. A ; - 


18 


12. A'<-3;2; 1). 


ŨNTẠP CUỐI NAM 

ỉ. Dùng phép đối xứng tam /. 

, 25 3 

2. V - . 

72 


3. a) V = Jjr(2r-A)A 2 ; 


b) V dạt giá trị lán nhất bằng 


3 

4. a) d H AB ; 
b)/{2;0;4). 

5. a)V = 8cm 3 ; 

b) 44, (J?CỮ» = 


32/rr 

81 


khi 


12 

734 


6. a)S= 16/ra 2 ; v= y/rư 3 ; 

b) 0(0;Q;0);r' = r = 2ư; 

c) £„q = 4/ra 2 73 ; y = 4 jtũ 3 73 


7. a) 1 


« , / fcư , 

J| lí-, 

ỄÌ| r\ứ 2 =0 


b> (cr): 2 jc -y - 3z “ 2 = 0, 

8. a) Chứng minh AB , ,4C, .41) không đổng 
phảng. 

I3-6-3Ỉ 


b) d(D, ( ABC )) = 


= 76. 


7Ĩ+Ĩ+4 

c) Phương trình của mật cẩu là 

<JC- 3) 2 + (y- 2) 2 + (z-0,5) 2 = ^ 

4 


9. a) V = ị ; 

b)(S): (*-|) 2 +(j?-3) 2 +(z-l) 2 = y ; 

721 

cXa^ta-l- 2±L =0; 

7ĨĨ 

( a 2 ): z - 1 + 2±L = 0. 


ỉ 06 



















10 . .) 

l 4 4 4 


JO 15 5^ 

ỈJ ; 

b) (p ): Ax - 2y + 2z + 15 = 0. 
u. a) (AflC): 3 jc - - 2ĩ + 13 = 0 ỉ 

X — —] +■ t 

AD : ịỵ=2+l 
2 = -2r. 


b) (a>: 5 jt - 9y - 2z + 23 =0. 

12. a) (SCO); X + 2^ + 32 - 7 = Q ; 

b) (S): (x - 3) 2 + (r + 2) 2 + {z + 2> 2 = 14; 

c) tf<4;0; 1). 


13. a) í/| cắuV 2 tại M {2 ; 3 ; ]}, 

b) Phương trình mãi phảng (í/ị, d 2 ) là 
6x-8y + z+ 11 = 0. 


14. a) G xác (lịnh bời : AG=2(AB + AC). 
b) Chứng minh 

GM 2 = k 2 ~(GA Z +2GB 2 -2GC 2 ). 

15, a> (ũt): 2x - y - 3z - 2 = 0 ; 

(/7) : 2x - y - 32 - 1 = 0 ; 

b)d(M\(a)) = J(M, (£» = -y= 


16. b) 


x = t 
^ = 1 
? = -l-2r 


c) ; 0 ; -3); 

d) NX-4 ; 0; 2). 
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BÀNG THUẬT NGỬ 


D 

Diện tích toàn phần 33,37 

Diện tích mặt cầu 48 

Diện tích xung quanh 32,36 

Đ 

Đa diện 6 

Đáy của hình trụ 35 

Điểm ngoài 5,6 

Điểm tiếp xúc 46 

Đỉểm trong 56 

Điều kiện để hai đường thẳng 

song song, cẳt nhau, chéo nhau 84 

Điéu kiện để hai mặt phẳng 

song song, vuông góc 74 

Đỉnh của hĩnh nón 32 

Đưởng kính mặt cẩu 42 

Đường sính của mặt nón 31 

Đường sinh của mạt trụ 35 

Đường thẳng tiếp xúc với mặt cầu 46 

Đường tròn lân 45 

G 

Góc ở đình của mạt nỏn 31 

Giao của mặt cẩu và mặt phẳng 43 

Giao của mặt cầu với đường thảng 45 

H 

Hai hình bằng nhau 10 

Hệ toạ độ Oxyz 62 

Hệ trục toạ độ ũề-cãc vuông góc 
Oxyz 62 

Hinh đa diện 6 

Hĩnh nón tròn xoay (hình nón) 32 

Hình trụ tròn xoay (hình trụ) 35 


K 

Khoảng cách giữa hai điểm 66 

Khoảng cách từ một điểm đến một 
mât phẳng 78 

Khối bát diện đẽu (hình tám mạt 
đều) 16 

Khói cấu 42 

Khổi chõp 4 

Khối đa diện 6 

Khối đa diện đểu 15 

Khối đa diện đểu loại {p : q} 15 

Khối đa diện lồi 14 

Khối l&ng trụ 4 

Khốilập phương 15 

Khối lập phương đơn vị 21 

Khối trụ tròn xoay (khôi nón) 32 

Khối tứ diện đểu 15 

Khối trụ tròn xoay (khối trụ) 36 

Kinh tuyến 43 

M 

Mật cẩu 41 

Mạt cầu ngoại liếp hình đa diện 47 

Mặt cầu nội tiếp hinh đa diện 47 

Mặt nỏn tròn xoay 31 

Mặt trốn xoay 31 

Mặt trụ trùn xoay 35 

Mặt phảng kinh 45 

Mật phâng tiếp xúc vốí mặt cẩu 44 

Mặt phảng toạ độ 62 

Mạt xung quanh của hình hỏn 32 

Mặt xung quanh của hình trụ 35 

Miển ngoài 6 

Miền trong 6 
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Phân chia và lắp ghép cảc khối 
đa diện 

10 

Thể tích khối đa diện 

Thể tích khối cầu 

Phép biến hình trang không gian 

8 

Thể tích khổi ch6p 

Phép dời hình trong khủng gian 

8 

Thể tích khối hộp chữ nhật 

Phép đối xứng qua đường thảng 

9 

Thể tích khối lâng trụ 

Phép đối xứng qua mạt phẳng 

9 

Thể tích khối nỗn 

Phép đối xứng tâm 

9 

Thể tích khôi trụ tròn xoay 

Phép tịnh tiến 

8 

Tích cố hướng 

Phương trình của mặt phảng theo 
đoạn chắn 

Phương trinh mặt cấu 

74 

66 

Tích võ hướng 

Tiếp diện của mạt cầu 

Phương trình tham số của 
đường thẳng 

83 

Tiếp tuyến của mặt cấu 
Toạ độ của điểm 

Phương trinh t<5ng quát của 
mặt phẳng 

71 

Toạ độ của vectơ 

Trực của măt nón 


Trục của mạt trủn xoay 
Trục của mặt trụ 


V 

Vectơ đơn vị 
Vectơ pháp tuyến 
Vĩ luyến 


21 

48 

23 

22 

23 

34 

37 

70 

65 

44 

46 

63 

64 

31 

31 

35 

62 

69 

43 
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Bài đọc thêm. Định nghĩa đa diện và khối đa diên 12 

§2, Khối da diện lồi và khối đa diện đéu 14 

I- Khối đa diện lói 14 
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\ SÁCH GIÁO KHOA LỚP 12 


1. T0ÂN học 

• GIẢI TÍCH 12 

• HÌNH HỌC 12 

2. VẬT Lí 12 

3. HOÁ HỌC 12 
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Ban Khoa học Xã hội và Nhân văn : • NGỮVẢN 12 (tặp một, tập hai) 

• LỊCH SỬ 12. ĐỊA Lí 12 
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TIẾNG NGA 12, TIẾNG TRUNG ũuốc 12) 
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